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Presso la Sig.™ PIA PADERNI ved. LUGLI, via Agostino De- 
pretis n. 86, Roma, trovansi vendibili, legate in volumi, le serie 
complete del Periodico, dal 1® a tutto il 10® anno al prezzo ridotto di 
Lire 50 all'interno e di Franchi 60 in oro, per gli Stati dell'Unione 
Postale; e le annate complete separate, pure rilegate in volumi dal 
3® al 10** anno, nonché i fascicoli sciolti dei suddetti anni, a prezzi da 
convenirsi. 

Le annate dalla 11* alla 21* (1896-1906) del Periodico di Matematica 
si trovano in vendita presso la direzione al prezzo di L, 6 per l'in- 
terno e di L, 7 per l'estero, le prime tre, e di L. 8 per l'interno e 
L. 9 per l'estero le altre. 
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2 PERIODICO DI MATEMATICA. 

airorizzonte), e in quelle trattazioni ove si oltrepassano i limiti della 
gnomonica piana, vengono studiati gli orologi solari sopra cilindri 
(colonne), coni ed altre superficie ancora. In molti trattati tutte le 
regole esposte sono accompagnate dalle relative dimostrazioni geo- 
metriche, in altri, invece, si danno solamente le istruzioni pratiche 
che non sempre, o per il desiderio di riuscire semplici e facili o per 
la scarsa compeienKa dell'autore, possono dirsi veramente complete 
ed esatte. Limitandomi ai principali autori che hanno trattato la 
gnomonica grafica sotto qualche aspetto speciale, ricorderemo : 

l^ Cristoforo Clavio,{^) che nel suo volume di oltre 650 pagine, 
in 4^ grande, di fitta composizione, tratta la gnomonica piana come 
problema geometrico di astronomia sferica. NelFottavo libro si occupa 
ancora di speciali strumenti gnomonici trasportabili. Tale opera ha 
servito di guida alla maggior parte dtìi trattatisti posteriori* 

2^ J. MoUettj (*) che studia gli orologi solari su di un piano e su 
di una superfìcie cilindrica come problema di Geometria descrittiva. 
II metodo è buono teoricamente e praticamente. 

3". C Burali-FortÌf{^] che fa della gnomonica un'elegante appli- 
cazione della Geometrìa proiettiva. 

Il calcolo, applicato alla costruzione degli orologi solari, fa con- 
seguire, lo abbiamo già detto, maggiore precisione nei resultati, ed 
è per ciò che in tempi a noi più vicini la gnomonica ha cominciato 
a trattarsi come problema analitico nel quale conservando, natural- 
mente^ alla quistione il fondamento geometrico, si & cercato al tempo 
stesso di rafforzarla col sussidio delle formule matematiche e del 
calcolo numerico. Non accennerò, neppure per il solo titolo, ai molti 
libri che trattano la questione degli orologi solari sotto l'aspetto ora 
detto. Limitandomi ad alcuni autori italiani ricorderò fra i piìi recenti: 

Prot^ A. A BETTI, Teorica e pratica della costrmione di un orologio 
solare. Vienna, 1876. 

G. Frassi, Manuale per la costru:sione degli orologi solari. 

Ing. E. Gallar A TI, Mdodì semplici per segnare la retta oraria del 
mezzogiorno ecc. Milano, Galli, 1872. 

E. ScHiENCK, Orologio solare universale a tempo medio. Milano^ 
Hoepli, 1891, 

Ing. A, Roncalli, Esercizi di Gnomomica. Bergamo, IsL Italiano 
d'Arti Grafiche, 1896. 

Prof. M. Kajka, Uora esatta dappertutìo. Milano, Hoepli, 1897. 

Quanto alla gnomonica analitica propriamente detta, la bibliografia 
non 6 COSI ricca come la precedente, Koii aouo a mia conoscenza che 
i due lavori seguenti : 



fi} Omìmonic**, Libri ooto e ce. Rama«, Pr«ncis«iu Zan^thim MDLXKX 
(>) GnotNunt^tn ffrafiqur. Pari». Bachellifìr, 1S;3T« 
(S) Gnomonica ffrafìta. Looeclier^ tSSS^. 
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r, J, MoLLET, in una seconda parte del auo libro di Gnomonica 

grafica^ precedetitemente ricordato, © che intitola Gnomonica anali-' 
fica, si propone di risolvere, col sussidio dfìlla sohi analisi, questo 
problema generate ; 

IVouv^f les inierseciions des cerdes horaries avec une surface donnée, 
A tale scopo pOTiondo Torigine nel punto iu cui l'asse del mondo 
(centro delTorologio solare) incontra il piaiiu delTorizzuiite, prende 
per assi coordinati cartesiani la verticale, la meridiana e la direzione 
Est Ovest, indi combinando Tequazione generale dei piani orari con 
quella del quadro perviene alla determinazione delle linee orarie. 
Tali linee resultano determinate da espressioni della forma 

ove F è una funzione della latitudine e degli elementi che determi- 
nano la posizione del quadro, e x ed 3^ le coordinate correnti della 
linea oraria, di guisa che sarà 

tgV = |=F 

essendo V l'angolo cbe detta linea forma colla meridiana. Nella espo- 
sizione teorica l'Autore segue il cammino graduato e progressivo co- 
minciando dai casi piìi semplici. Tutta la trattazione conserva pere 
un carattere piuttosto teorico anziché pratico ed i resultati trovati 
non sono illustrati da alcun esempio numerico. Le formule, special- 
mente pel caso generale, resultano alquanto complicate e poco adatte 
al calcolo. Dopo la gnomonica piana passa a trattare degli orologi 
solari su di una superficie curva limitandosi però a considerare il solo 
caso delle superficie di 2* ordine. 

2°< Il sig. F. GoAEDUCCi^n (già Ingegnere allMstituto Geografico 
Militare ed ora professore di Geodesia alT Università di Bologna) 
seguendo pure il metodo analitico prende per assi la verticale e 
due direzioni ortogonuli qualunque sul piano dell'orizzonte ponendo 
l'origine nella estremità dello stilo. Dato poi il quadro per la sua 
equazione e stabilita quella del raggio che cotrgiunge la posizione 
del Sole (definita dalla distanza zenitale e dal suo azimut) deter- 
mina, per ciascuna ora della giornata e per tre epoche delTanno 
(solstizio invernale, equinozio, e solstizio estivo) V intersezione di 
questo raggio col quadro, Dopo ciò le rette che passano per ogni 
terna di punti (uno di essi serve di controllo all'esattezza del cal- 
colo) rappresentano le diverse linee orarie. Questo metodo, per altro, 
(anche non considerando il caso generale di un quadro comunque 
posto rispetto all'orizzonte pel quale le formule si complicano mag- 
giormente) è eccessivamente lungo tantoché per una sola linea oraria 



(i> * Sol e»leMo d«ì «lUbdrtnU SóUrl ^, Riv(€ia M Ttypo^rafta t Cata^^t I8M* 
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2. — Bisolnzione del pi 

Sia (fig. 1) il centi 
luogo del quale N, E, St 
zenit. Sia inoltre HE'H'W 
^vìene assunto come quadf 
piano, rispetto all'orizzonl 
declinazione d^ ossia dell'ai 
fa colla direzione Est-Ovei 




che esso piano fa 

di cui la traccia ( 

logio solare; la t 
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perpendicolare a^ 
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costruzione di r 

U determinazio 
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si ricava subito che cos H = cos i sen d e dopo ciò la precedente può 
scriversi 

tg KH = cos i sen d cot (cp — ZH) 

che servirà a ricavare il valore di HZ. 

3**. Angolo 60G' dell'asse del mondo col quadro. Si trova determi- 
nando l'angolo che OP' fa colla substilare OK' (ossia determinando 
l'arco PK come cateto del triangolo sferico rettangolo PKH prece- i 

dentemente considerato) per mezzo della formula j 

sen PK = sen H sen (PZ + ZH) = sen H cos (cp — ZH) ii 

i valori di H e ZH essendo noti dalle relazioni precedenti. ;1 

4^ Linee orarie. Consideriamo un circolo orario qualunque PA v] 

facente l'angolo A col meridiano PZS del luogo; la sua traccia AA' %ì 

sul quadro è la linea oraria corrispondente di cui la posizione resul- ..j 

terà determinata per mezzo dell'angolo A'OK' che esso forma colla /^J 

substilare. L'ampiezza di tale angolo e qiliella dell'arco KA che può /^ 
ottenersi dal triangolo sferico rettangolo PKA mediante la relazione 



tg KA = sen PK tg (HPK - h) 



0T = 



cos(5 + PA) 



(1) GfiDernl niente ai trBtseÌBng» «til qùkdrAnt» solameutfì le corvè di decìiniutotlo c}ìq cpjrrisp^n- 
àapo nircutraU dal bol6 utài vati avgìii zadi&chXU Q éìiù aIcuiiì diati [laudino col uviue di QnM 
diurni dti ueffnL , 



'$ 



Ai 

^1 
nella quale PK è già stata determinata e l'angolo HPK si ottiene ^^ 

dal solito triangolo rettangolo PKH per mezzo della formula >| 

cotHPK = tgHcosPH. i 

5^ Lunghezza dello stilo e coniche di declinazione. Le indicazioni ■ 

orarie di un orologio solare resultano tanto più precise quanto più - 4 

lo stilo è lungo; è quindi utile riconoscere qual è la maggiore lun- 
ghezza che esso può assumere compatibilmente colle dimensioni del 
quadro. La precisione delle dette indicazioni potrà rendersi anche 
maggiore quando sul quadro sieno tracciate le cosiddette curve di 
declinazione, ossia le linee che l'estremità dell'ombra solare dello 
stilo descrive durante le diverse giornate; tali curve non sono altro 
che le sezioni prodotte dal quadro sulle superficie coniche che hanno 
per vertice l'estremità dello stilo e per direttrici i vari circoli diurni 
descritti dal Sole. (^) La loro determinazione può farsi per punti cer- 
cando r intersezione di ogni linea oraria col raggio luminoso che 
passa per la posizione del Sole e per l'estremità dello stilo. Chia- 
mando l la lunghezza dello stilo e T la traccia del raggio luminoso 
sul quadro, è chiaro che essendo OT un lato del triangolo GOT di 
cui è noto l'altro lato 0G = /, l'angolo in G = 90+o e l'angolo GOT, 
misurato dall'arco PA, avremo 

Icosò 
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epoche equinoziali il Sole transitando per pop cessa di illuminare 
una faccia di ir per incominciare ad illuminare l'altra. Negli altri 
giorni dell'anno il cerchio diurno del Sole taglia l'orizzonte secondo 
le rette EiWi, E9W9, . .. tutte parallele ad EW, e quindi se la decli- 
nazione d della traccia di tc è maggiore della massima amplitudine 
ortiva od occidua che il Sole può acquistare durante l'anno sull'oriz- 
zonte del luogo, il piano ir sarà, per tutto l'anno, illuminato per alcune 
ore del giorno da una parte e per le rimanenti ore dall'altra. Se 
invece quella declinazione fosse minore dell'amplitudine, l'illumina- 
zione di ir, dipendentemente dal valore di t, o si effettuerà per alcuni 
giorni dell'anno da una parte e pei rimanenti in parte da un lato e 
in parte dall'altro, oppure due periodi distinti di giorni, pei quali la 
illuminazione ha luogo da parti opposte, sono separati da un altro 
periodo di giorni nei quali la illuminazione ha luogo dalle due parti. 
Vediamo ora come possa esprimersi analiticamente la condiziono af- 
fincliè resulti iUumiiiata l'ium l'altra faccia del quadro* 

A tale scopo cljiainando la declinazioim del Sole in un dato 
giorno delTanno, è chiaro che il quadro sarà illuminato dalla parte 
australe o della boreale, secondochè la porzione PA di circolo orario 
è minore maggiore delta distanza polare del Sole, ossia di 90 — 0; 
nel caso dì PA = 90 — o i raggi solari radono le due faccio del quadro. 
Ma riguardo alla quistione di cui ora ci occnpianio non volendo 
entrare in minuti particolari, ci limiteremo a determinare gli istanti 
in cui il Sole traversa il piano del quadro, dopo di che sarà facile 
ri uà vare, caso per caso, in quali ore il detto quadro è illuminato da 
una parte e in quali dall'altra. Per una tide questione basta dunque 
trovare gVi angoli orari contati da PK, che corrispondono all'istante 
in cui il Sole trovasi sul piano del quadro e che perciò soddisfano 
alla relazione 

co9{HPK — ;l) = tg5tgPK- 
S■^ntende poi che r illuminazione del quadro è subordinata alla 
condizione che il Sole si trovi sopra l'orizzonte; quindi gli angoli 
orari ricavati dalla formula precedente debbono risultare nunori di 
quelli corrispondenti ai punti E' e W\ Si pna anche osservare che 
l'intervallo di tempo durante il quale o Tana o l'atra parte del quadro 
è esposta ai raggi solari, resta naturalmente divisa per meta dall'ora 
rappresentata dalla substilare KK', quando, ben inteso, sì prescinda 
dal piano d^ill'oiizzonte giaccliè l'interposizìnne di questo può far 
cessare T ìlluniinnzione del quadro innanzi tempo. 

Ma la questione relativa alla illuminazione solare del quadro può 
essere consideiata anche sotto un altro aspetto. 

Infatti, indicando per Torizzonte di latitudine (p, il semìarco diurno 
del Sole con a, e con S la declinazione corrispondente per un dato 
giorno delTannOj avremo intanto 

cosoc = — tgS tgcp j 




i - 
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e analogameate essendo 9 l'altezza del Polo sul piano del quadro 
e a il semiarco diurno del Sole rispetto al quadro nello stesso giorno 
dell'anno, sarà 

cos a = — tg 5 tg q)'. 

Detta poi h la differenza fra il mezzogiorno e l'ora corrispondente 
alla substilare e ah e a'h i semiarchi diurni precedentemente trovati 
tradotti in tempo, si riconosce subito che a'h + A e a'h — A rappre- 
senteranno rispettivamente le ore locali alle quali il quadro, indipen- 

demente dalTorizzonte, comincerà cesserà di essere ili umiliato. Ma 
quando bI tenga conto dell'ostacolo che alla detta ili uni t nazione può 
presentare l'orizzonte, è chiaro che la durata della illuminazione sarà 
rappresentata per le ore antimeridiane e per le pomeridiane rispet* 
tivamente dal più piccola dei valori delle due coppie di ©spressioni 

(at'b + /* e a) e {%\ — A e a). 

Si osservi che le due relazioni cos {UPK — ft) = tg S tg PK e 
cos a'^— ig 5 tg 9', sono ìdenticlie perchè appunto si ha a'= HPK — /j, 
e :p' iioji differisce da PK che per il segno- 

E con ciò abbiamo coni p le tum ente esaurito quanto ci eravamo 
proposti di dire iti torno alla parte teorica degli orologi solari piajii 
su di ini piano comunque posto rispetto all'orizzonte. Ci rimarrebbe 
ora da tipplicare qneste formule generali al l'effettivo calcalo di un 
orologio solare, ma prima è opportuno vedere quali moditicazioui esse 
subiscano per le diverse specie di orologi piani. A tale scopo sarà 
utile di raccogliere sistematicamente queste formule nel modo che 
BppreBsso: 

L — Elementi dati 9, d, i, 

li. — Elementi ausiliari ricapati dal triangolo ZIH 
( 1 ) cos H ^= cos I sen d 

(2) C0tZH = C0fclCD3f/. 

liL — ElemenU ausiliari tratti dal triangolo PKtT 

(3) PH = PZ + ZH = {90-v) + ZH-=90--(^-ZB) 

(4) cotHPK = tgHsen{^ — ZH), 

IV. — Elementi costituenti V orologio solare 

(5) Steri diana tg HI — sen i tg fi^ 

(6) Substilare tg KH = cos i sen d cot (qp — ZH) 

(7) Posizioni dello stilo sen PK^sen H co3(^ — ZH). 

(8) Linee orarie tg KA =^ sen PK tg(HPK — k) 

y, — Lunghezze d* ombra dello stilo 

fOT! = J.ril.. (9)' 

lcotPA = 



(9) Fon nula generale 



co8(5-i-l'A) 

cos (HPK — A) 



tgPK 



(9)" 
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m = - 



ZcosS 



sen (5 - 

ZcosS 



9 + ZH) 



(10) Ombra meridiana 

(11) Ombra minima i*~cos(5 + PK) 

l 

(12) Ombra minima equinoziale e= p|?. 

VI. — Illuminazione dd quadro 
. ( Arco diurno sul quadro cos(HPK-A)=cosa'=tg5tgPK (13)' 
^ ' \ , , sull'orizzonte cos a = — tg 5 tg cp (13)" 

Il senso secondo il quale sono contati i diversi valori sarà sempre 
quello indicato dai corrispondenti elementi geometrici della figura 1. 
In ciò cbe segue adotteremo le seguenti distinzioni per le varie specie 
di orologi solari per le quali ci asterremo dal dare le definizioni cor- 
rispondenti che il lettore può facilmente trovare da se. 

I. Orizzontali. 

{Australi 
Boreali 



IL Verticali 



IIL Inclinati 



l'* Diretti 



2® Meridiani 



3® Declinanti 



{Orientali 
Occidentali 

{Orientali 
Occidentali. 
{Australi 
Boreali 



r Equinoziali 

f A) Diretti 



2^ Polari 



B) Declinanti 



{Superiori 
Inferiori 

e, . . f Occidentali 
S^P*"*»"! Orientali 



Inferiori 



{Orientali 
Occidentali 



3^ A TRACCIA ORIZZONTALE 
IN DUiEZIONE MERIDIANA 



Siipei'ioi'ì 



i** Declinanti 



Iiifyriuri 



. . (Orientali 
Super.on ^ Occidentali 

, , , . ( OriButali 
Inferiori ,-. . , . i. 
l Occulenirah 

(Boreali 
\ Australi 

/ Boreali 
\ Australi 

i Boreali 
^ Australi 

(Boreali 
t Australi. 



Orientali 



Occidentali 



Orientali 



Occidentali 
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Ed ota, vediamo per ognuno di questi orologi solari, che cosa di- 
vengano le formule generali le quali, per ogni caso che esamineremo, 
verranno sempre notate collo stesso numero d'ordine col quale sono 
state precedentemente distinte. 



I. — Orologio orizzontale *': 

(1) H = 90'' 

(2) ZH = 90* 

(3) PH = 180» — 9 

(4) HPK = 

(5) H 1 indeterm. 

(6) KH = 

(7) PK = 180» — (? 

(8) tgKA = — sencptgA 

IL — Orologio verticale i = 
1" Diretto d = 

(1) H = 90' 

(2) ZH = 

(3) PR = 90' — <p 

(4) HPK = 

(5) Hl = 

(6) KH = 

(7) PK = 90» — V 

(8) tg KA = — 003 9 tg A 

, 2» Meridiano d = 90' 

(1) H = 

(2) ZH = 90" + (p 

(3) PH = 180'> 

(4) HPK = 90'' 

(5) HI = 180' + 9 

(6) KH = 

(7) PK = 

(8) KA = 

3' Declinante < d < 90» 

(1) H = 90» — d 

(2) ZH = 



:90''; d, indeterminato 
2 cosò 



0T = - 



(9) 

(10) 

(11) 

(12) 
(13) 



■cos{5 + PA) 

II.T»* eoa* 

cotPA= -^ 

/coso 

*^ cos(ò— ^) 

Zcos5 



« = ■ 



cos(5 — qp) 
l 



coscp 
cosa'=cosa= — tg5 tgqp. 



0T = 



Zcoso 



l~'PA— Sri 

/lAì /eoa 8 

(10) m = 7^ — -T 

^ ' sen (o — 9) 

ni) ^ / cos 8 

^ ' r" 8en{o — 9) 

(12) e = -^ 
^ ^ cos tp 

^ ' \ cos a = — tg 6 tg 9 . 



(9) 1^'^ = ^ 
^^' \PA = 

(10) m = l 

(11) fi = / 

(12) e = l 

(13) 1*' = ^^" 

^ ' ^cosa = — 



tgStgcp. 



(3) PH = 90^ — cp 

(4) cot HPK = cot d sen cp 
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lE 



(9) 



(5) HI = 

(6) tg EH = sen d cot (p 

(7) sen PK = cos d cos 9 

(8) tgKA = 

= cos 8 sen 9 tg (HPK— ft) 

'0T= '^"''^ 



i cot FA = 



eoe (S + PA} 
cos(HPK — A) 

tgPX 



(10) 

(11) 
(la) 

(13) 



m = 



li = - 



ZcosS 



sen (5 — 9) 

ZcoaS 

'co8(5 + PK) 

l 



€^- 



C03 PK 

/ COS d = tg S tg PK 

\co8ot=^ — tg5tg9 



IIL — Orologio inclinato. 

l** EqmKOZiALE »=qp, rf = 

(1) H = 90^ 

(2) ZH = CF 

(3) PH==90^ 

(4) HPK indeteim, 

(5) m=o 

(6) KH inde terni. 

(7) PK = 90'* 

(8) KA = HPK-A 



l^> (PA = 90^ 

(10) «i^= — icot S 

(11) - = ^Zcot5 

(12) é^oo 
l' ot'=^ 00 tg 5 

( cos Dt = — tg tg Cp . 



(13) 



2' Polare. 
In questo caso fra i dati <p, ì, à Bussìstoiio le relazioni 

A) Diretto rf = 0, Ì=-90* + <p 



cot t = — T- = - 

COBO 



(1) 

(2) 
(3) 

(5) 
(6) 
(7) 
(8) 



PH = 180° 
HPK = 180° 
HI = 
KH = 180" 
PK = 
KA = 



(9) 

(10) 
(U) 
(12) 



/PA = 
vi = l 

e = l 



<-) {::r.^- 



tgStgqp. 



B) Declinante < d < 90* 

(1) cos H := COS t sen d 

(2) ZH = 90»-f-cp 

(3) PH=180' 

(4) HPK=90' + H 

(5) tg HI = sen t tg d 

(6) hk;=o 

(7) PK = 

(8) KA = 



(9) 
(10) 

(11) 
(12) 

(13) 



/PA=0 
ra' = HPK-90» 

\C08«^— tgStgf. 
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direzione qualunque; se le ore si contano a partire dalla meridiana 
dovremo porre 

(4) HPK = 0, e quindi KA = — A. 

4^ Sempre per l'orologio equinoziale il valore immaginario che la 
(13) dà per a sta ad indicare che il circolo diurno del Sole non incontra 
il quadro il quale è perciò sempre illuminato da una paiie o dall'altra; 
è quindi giustificata la distinzione che degli orologi equinoziali si fa 
in boreali ed australi. 

Nel nostro emisfero la parte boreale serve dall'equinozio di Pri- 
mavera a quello di Autunno e l'australe dall'equinozio di Autunno 
a quello di Primavera. Il contrario succede per l'altro emisfero. 

Si osservi che agli equinozi (5 = 0), la 1' della (13), dà cos a'=0.oo 
ossia un valore indeterminato, il che è giustificato dal fatto che nel- 
r istante dell'equinozio il Sole si trova sopra il piano dell'orologio. 

5\ Pei resultati relativi agli orologi polari si presentano quei 
medesimi caratteri d'impossibilità che abbiamo già rilevato trattando 
di quelli meridiani. Si possono però rendere atti alla indicazione delle 
ore spostando il quadro parallelamente a se stesso o, ciò che è lo 
stesso, allontanando lo stilo parallelamente all'asse del mondo, e 
quindi al quadro, di una distanza conveniente D dal quadro stesso. 
Le linee orarie (tutte parallele alla direzione dell'asse del mondo) 
resulteranno allora come intersezioni del quadro col fascio regolare 
dei piani orari che ha per asse lo stilo e potranno facilmente tracciarsi 
quando sia noto un punto di ciascuna di esse; per questi punti pos- 
sono prendersi quelli che risultano dalla sezione prodotta dal quadro 
sulle linee orarie di un orologio equinoziale che abbia lo stilo in co- 
mune coll'orologio polare. Dopo ciò è chiaro che per costruire, per es., 
l'orologio meridiano si può procedere cosi: Si traccia sul quadro una 
retta avente la direzione dell'asse del mondo e per un punto di 
esso la retta perpendicolare la quale rappresenterà la linea equino- 
ziale. La serie dei punti pei quali passano le diverse linee orarie può 
essere determinata sulla linea equinoziale per mezzo delle distanze l 
che essi hanno dal punto 0, servendoci della formula 
Z = D tg (A T 90) == :f D cot h. 

È chiaro che il punto appartione alla linea oraria delle 6 (sub- 
stilare). Per l'orologio polare diretto si pi'ocede in modo identico e 

si trova 

l=±Dtgh 

ove la substilara è ora rappresentata dalla linea meridiana. 

In generale per Torologio potare declinante si può seguire il me- 
desimo procedimento purché si sappia riconoscere quale linea oraria 
rappresenti sul quadro la su bs ti lare; ciò si rileva dalla conoscenza 
dell'angolo HPK, conosciuto il quale si fa la salita detenninazione dei 
punii corrispondenti alle diverse linee orarie per mez2o della relazione 

i = Dtg(A-HPK). 



\ 
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6\ La costruzione di un orologio solare su dì un piano qualsiasi 
può sempre ridursi a quella di un orologio orizzontale di un luogo pel 
quale può facilmente ricavarsi la longitudine e la latitudine. Infatti 
considerando la fig. 1 è facile riconoscere che il piano dell'orologio 
HW'H'E' ammette per zenit il punto Z' e quindi il quadrante dato 
può considerarsi come orologio orizzontale di un luogo terrestre che 
ha per latitudine — P'K'=PK, e che presenta, rispetto al luogo che 
ha per zenit Z, una dififerenza di longitudine uguale all'angolo HPK. 

Questa differenza sta a significare che tutte le indicazioni orarie 
debbono essere aumentate di una quantità uguale alla differenza di 
longitudine espressa in tempo. 

Le formule generali 

(4) cotHPK = tgHsen(cp — ZH) 
(7) 8enPK = senHcot(qj — ZH) 

danno respetti vamen te la differenza di longitudine e la latitudine del 
luogo pel quale deve considerarsi l'orologio orizzontale. Per questo 
nuovo orologio la linea KK' (substilare), determinata nel modo che 
fu già spiegato, rappresenterà la linea meridiana; la OP' (stilo) forma 
con detta meridiana, l'angolo P'OK' o POK che è uguale alla latitu- 
dine del luogo. Le posizioni delle linee orarie sono date per mezzo 
della formula (8) degli orologi orizzontali ossia per la formula 

tgKA = — senPKtgA. 

Quando però gli angoli orari invece che dalla nuova meridiana si 
contino dal meridiano HH', dovremo sostituire HPK — h od h dopo 
ili che la precedente diviene 

tg K A = — sen PK tg (HPK — h) 

che è appunto la formula generale (8). Le considerazioni ora fatte 
possono generalizzarsi nel senso che un orologio su di un piano qual- 
siasi per un dato luogo può sempre esser collocato in modo da ren- 
derlo atto a segnare convenientemente le ore in un altro luogo qual- 
siasi. Se i due luoghi non hanno la stessa longitudine le indicazioni 
orarie debbono essere però corrette della differenza costante di lon- 
gitudine fra i luoghi stessi. A questo proposito osserveremo che non 
è quindi del tutto esatto il dire (come si legge in alcuni sunti storici 
sulla gnomonica) che l'orologio solare trasportato da M. Valerio Mas- 
simo dalla Sicilia a Roma nel 276 av. C, non poteva, naturalmente^ 
dare indicazioni esatte sotto il cielo di Roma; sarebbe piìi giusto il 
dire invece che in quei tempi non si conosceva il modo di dare a 
quel quadrante la conveniente disposizione per metterlo in grado di 
segnare giustamente le ore anche nella sua nuova posizione. 

7*. Termineremo questa breve serie di osservazioni coll'accennare 
alla corrispondenza che le diverse specie di orologi solari hanno alle 
varie latitudini. 
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È facile riconoscere che gli orologi polari, che alcuni distinguono 
anche col nome di universali, sono orologi verticali sull'orizzonte del- 
l'uno o dell'altro Polo ed orologi orizzontali sotto due punti opposti 
dell'equatore. Parimente gli orologi solari equinoziali, sono orizzontali 
per ognuno dei due poli e verticali diretti per gli orizzonti equatoriali. 

3. — Applicazione delle formale trovate al calcolo 
di nn orologio solare sn di nn piano inclinato e declinante. 

Sceglieremo per piano del quadro una delle faccio triangolari della 
piramide ettagona che serve di copertura al Battistero di Firenze 
(S. Giovanni) e precisamente quella che guarda più direttamente 
verso il Campanile di Giotto. Detta faccia, come tutte le altre, ha 
la forma di un triangolo isoscele ed è determinata in grandezza e 
posizione degli elementi seguenti: (^) 

Lunghezza della base m. 12,00 

„ dei lati uguali , 19,24 

Declinazione della base „ 43^0' verso Est 

Angolo della faccia coll'orizzonte » 37**30'. 

I dati sui quali debbono basarsi i nostri calcoli sono adunque i 
seguenti : 

qp= 43*'47' latitudine di Firenze 
d = 180' — 43^80' = 136*^30' 
i = 90^ — 37^30'= 52^30'. 

I vari resultati del calcolo che ora faremo, sono distinti collo 
stesso numero d'ordine delle formule generali del quadro riassuntivo 
dalle quali provengono. 

I. — Elementi fondamentali dell' Orologio Solare. 

logcos 52^0' = 9,78445 logcot 52^30' = 9,88498 

log sen 136^30' = 9,83781 log cos 136^30' = 9,86056 

logcosH * =9,62226 logcotZH =9,74554 

(1) H = 65n4' (2) ZH^UQ^' 

(3) PH = 90*^ ™ 43^47' + 119^' = I65'19 

tp — ZH = 43M7' ™ log tg 6oU4' = 0,33596 

- 119^' = — 75"19' log sen 75^9' = 9 ,98558 

logcotHPK =0,32154 



(^ Qautl «IflEoenti tacQ «tati Hoavhtl da dei dE9«gnQ srosaoUtJo; h quindi satUnt^w) eli e la 
pT«dBÌDn« del cai coli deve esaere cd imi dorata rispetti) ai dati pn^cc^dorit] o noti ai T6rj valori degU 
ftlemciitt cdtietdorAtì. l>ol resto dio anch« quali! assunti non ^eno molto IohUaÌ dai valori rAali. 
lo d«3Qmo da] fatto aperìmentak. lo aecordo eolie ro«u]tao£o Ae] calcolo reUiìvo. che H futrtà. in 
qaeatiDDe ceuadl essBr4 illumlaaia dal Sola^ nel ^araa 1^ Èlfittentbre, allfl Idh^O» circa di tempo 
mtdio d^lrEorop» Centrale, 
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(4) HPK = 154°30' 
logsen 52»30' = 9,89947 
logtg 43''30' = 9,97725 
logtgHI =9,87672 

(5) HI = 143»02' 
logsen 65''14' = 9,95809 
log eoa 75''19' = 9.40394 
logsenPK =9,36203 



logco8 52»30' = 9,78445 
logsen 136'30' = 9,83781 
logcot 75n9' = 9,41836 
logtgKH =9,04062 

(6) KH = 173''44' 

(7) PK = lsn8' 



IL — Durata della illuminazione del quadro all'ingresso del Sole 
tiei segni zodiacali. 

a) Sorgere e tramonto del Sole rispetto al piano del quadro 
(13)' co8a=— tgòtgPK; log cos (180"— a) = log tg 8 +9,37419 
= 0; ± 11'29' ; ± 20''10' ; ± 23«27' (») 
logtg5 = — e»; 9,30782; 9,56498; 9,63727. 

Ora corrispondente alla substilare 10''18" = (154«30'). 
Ora del sorgere e del tramonto 10''18'° T a. 



Giorno 21 
del mese di 


logeos(180'-a) 


a 


Ora 

sors^ere 


del 
tramonto 


Giorno 21 
del mese di 


Marz. Sett. 


00 


90^ 0' = 6^ 0" 


448- 


4bl8m 


Marz. Sett. 


Apr. Agos. 


8,68201 


92^45' = 6^1°^ 


4W" 


4h29m 


Feb. Ottob, 


Mag. Lugl. 


8,23917 


94^59' =6^20"» 


3*^58°» 


4h38m 


Genn. Nov. 


Giugno 


0,01146 


95^54' = 6^24"^ 


3»>54- 


4h42m 


Dicembre 


b) Sorgei 


'e e tramonto del Sole sulV orizzonte di Firenze 


(13)" cos 


j a = — tg 5 tg cp = log cos (180'^ — a) = log tg 8 + 9,98155. 


Giorno 21 
del mese di 


logcos(180'-a) 


a 


Ora 

sorgere 


del 

tramonto 


Giorno 21 
del mese di 


Marz. Sett. 


00 


90*^ 0'=6^ 0°^ 


gh Qm 


gh Qm 


Marz. Apr. 


Apr. Agos. 


9,28937 


10in4'=6M5- 


545»" 


6M5'" 


Feb. Ottob. 


Mag. Lugl. 


9,54663 


110^37'=7^22- 


4h38m 


yh22ni 


Genn. Nov. 


Giugno 


9,61882 


114^34'=7^38'" 


4^22- 


7^38"* 


Dicembre 



Pei mesi segnati nell'ultima colonna di questa e della precedente 
tabella, le ore del sorgere e del tramonto debbono essere scambiate 
fra di loro. 



(1) I valori di 6 all'ingresso del Sole nei segni zodiacali, sono calcolati eolla formnla 

sen ò = cos L eos e, 
ove r ^ l'inftitiailùiie ddredittlea (f3'^7) ed L la Long [tu di ne del Sole oofiìspotì dente al dotti iti- 
arerai) per cui dovremo porre auocoisLvAinente 

LsO", 3ti«, 60fl, SO». 120Oi 1500, isoo aeo*. 
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c) Durata della illuminazione del quadro al 21 di ogni mese 



liiiuiiiaìigie 


eimo 


LllEliO 

laeeio 


ApstO 

Aprile 


settenlire 
imo 


ottmin 

FeUlIBiO 


Horenlire 
Semaio 


fficemlire 


dalle 

alle 


4h22m 

16''42'° 


4h3gm 


16''29» 


6" 0" 


6''45"' 


7«'22» 


7h38m 

15''54'" 



III. — Angoli di direzione delle diverse linee orarie rispetto alia 
substiiare. 

(8) tg KA = sen l^l^ tg (154''30' — h) 

log tg KA = 9,36236 + log tg (154»30' — h) 

con A = — 120'; — 105"; —90'; —75»; —600; -45»; —30»; —15»; 
0; +15»; +30'; +45»; +60; +75" 





154''30' — /» 


KA 


Ore 










valore 


log tang 


log tang 


valore 


4 


274»30' 


1,10402 


0,46638 


108*52' 


5 


259''30' 


0,73203 


0,09439 


51*11' 


6 


244»30' 


0,32150 


9,68386 


25*46' 


7 


229*30' 


0,06850 


9,43086 


15*06' 


8 


214''30' 


9,83713 


9,19949 


9*00' 


9 


199*30' 


9,54915 


8,91151 


4*40' 


10 


184*30' 


8,89598 


8,25834 


1*2' 


11 


leg'so* 


9,26797 


8,63033 


177*33' 


12 


154*30' 


9,67850 


0,04086 


173*44' 


13 


139*30' 


9,93150 


9,29386 


168*52' 


14 


124*30' 


0,16287 


9,52523 


161*28' 


15 


109*30' 


0,45085 


9,81321 


146*58' 


16 


94*30' 


1,10402 


0,46638 


108*52' 



IV. — Angoli delie linee orarie colla direzione dello stilo. 

La determinazione degli angoli richiesti dipende dalla conoscenza 

degli ardii FA corrispondenti alle diverse linee orarie. Questa deter- 
miuazioue si eflfettua per me^zo della formula 
coa jHPK — A) 
tgPK 

ove per HPK deve prendersi i! valore 180° — 154^0' = 25*30' e quindi 
sarà log cot PA = log eoa (25*^0' ~h) + 0,62637. 

I valori di (25''30' — h) si trovano ponendo, al solito, succeaaiva- 
mente A = — 120^ — 105^ — 90V . . 



[%T cofcPA = ' 
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25»30' 


-AH 


PA 


Ore 












valore 


log cos 


log cos 


valore 


4 


94'30' 


8,89464 


9,52101 


108*22' 


5 


79*30' 


9,26063 


9,88700 


52*22' 


6 


64-30' 


9,63398 


0,26035 


28*46' 


7 


49»30' 


9,81254 


0,43891 


20*00' 


8 


34»30' 


9,91599 


0,54236 


16*00' 


9 


19»30' 


9,97435 


0,60072 


14*05' 


10 


4«30' 


9,99866 


0,62503 


13*20' 


11 


10»30' 


9,99267 


0,61904 


13*31' 


12 


25*30' 


9,95549 


0,58186 


14*41' 


13 


40*30' 


9,88105 


0,50742 


17*16' 


14 


55*30' 


9,75313 


0,38050 


22*36' 


15 


70*30' 


9,52350 


0,14987 


35*18' 


16 


85*30' 


8,89464 


9,52101 


71*38' 



y. — Calcolo delle lunghezze d'ombra e determinazione delle coniche 
di declinazione, 

II calcolo è naturalmente limitato alle linee orarie che vanno 
dall'ora 4*^ alla 16*^ che sono quelle che possono essere utilmente trac- 
ciate nel quadrante. 

Per ogni ora ci limiteremo a calcolare le lunghezze d'ombra cor- 
rispondenti all'ingresso del Sole nei diversi segni zodiacali, cosicché 
le linee congiungenti l'estremità delle ombre corrispondenti ad uno 
stesso giorno rappresenteranno le varie coniche (nel caso nostro iper- 
bole) di declinazione o dei segni. 

La formula che serve a questo calcolo è 

lyj ^^— cos(o + PA) 
da cui, facendo { = 1, si ha 

log OT = log cos — log cos (5 + PA) • 

Ogni calcolo, come apparisce dalla tabella che segue, è compen- 
diato nei 4 numeri di una stessa colonna e sotto una stessa graffa, 
e dei quali il significato è il seguente: 

1^ Valore dell'angolo S-fPÀ composto con quello in testa alla 
colonna (declinazione all'ingresso nei segni) e con quello di PA de- 
dotto, per ogni ora, dal calcolo precedente. 

2^ Valore del logaritmo coseno dell'angolo precedente. 

3^ Logaritmo di OT che si ottiene togliendo il precedente da 
quello in testa alla colonna. 

4^ Valore cercato di OT espresso, nel caso nostro, in lunghezze 
di gnomone. 
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Ò 


+ 23«27' 


+ 2ono' 


+ 1P29' 


00 


— 11*29' 


-20*10' 


— 23*27' 


log Ò 


9,96256 


9,97252 


9,99122 


0,0 


9,99122 


9.97252 


9,96256 


Ore 


+ 84*55' 
8,94746 
1,01939 
1 10.4566 














4 




.. 


f + 28«55' 
9,94217 
0,02039 

l 1,0481 


+ 82n2' 
9,92747 
0,04505 
1,1098 












6 


r + 5^9' 
9,99813 
9,96443 

l 0,9214 


+ 8'>36' 
9,99509 
9,97743 
0,9494 


+ 17017' 
9,97993 
0,01129 
1,0263 


+ 28H6' 
9,94279 
0,05721 
1,1408 








7 


f — 3°2r 

9,99921 
9,96385 
l 0,9191 


-0«10' 
0,00000 
9,97252 
0,9387 


+ 8*81' 
9,99518 
9,99604 
0,^904 


+ 20^00' 
9,97299 
0,02701 
1,0642 


+ 81*29' 
9,98084 
0,06038 
1,1402 




• 


8 


f - 7«27' 
9,99632 
9,96624 

l 0,9252 


-4^10' 
9,99885 
9,97367 
0,9412 


+ 4<>31' 
9,99866 
9,99252 
0,9830 


+ 16*00' 
9,98284 
0,01716 
1,0408 


+ 27*29' 
9,94799 
0,04328 
1,1047 


+ 86*10' 
9,90704 
0,06548 
1,1627 


+ 89*27' 
9,88772 
0,07484 
1,1881 


9 


[-9^22' 
9,99417 
9,96839 

l 0,9298 


-6«05' 
9,99755 
9,97497 
0,9940 


+ 2*36' 
9,99955 
9,99167 
0,9810 


+ 14*05' 
9,98675 
0,01325 
1,0310 


+ 25*34' 
9,95525 
0,03597 
1,0864 


+ 34*15 
9,91729 
0,05523 
1,1356 


+ 87*82' 
9,89927 
0,06829 
1,1569 


>o. 


f - lOW 
9,99319 
9,96937 

l 0,9319 


- 6«50' 
9,99690 
9,97562 
0,9454 


+ 1*51' 
9,99977 
9,99145 
0,9805 


+ 13*20' 
9,98813 
0,01187 
1,0280 


+ 24*49' 
9,95792 
0,03330 
1,0797 


+ 33*80' 
9,92111 
0,05141 
1,1257 


+ 86*47' 
9,90858 
0,05894 
1,1454 


„. 


r - 9*56' 
9,99344 
9,96912 

l 0,9314 


- 6^39' 
9,99707 
9,97545 
0,9450 


+ 2^02' 
9,99973 
9,99149 
0,9806 


+ 13*31' 
9,98780 
0,01220 
1,0285 


+ 25*00' 
9,95728 
0,03394 
1,0813 


+ 38*41' 
9,92018 
0,05234 
1,1281 


+ 36*58' 
9,90254 
0,06002 
1,1482 


12 


— 8*46' 
9,99490 
9,96766 
l 0,9282 


-5«29' 
9,99801 
0,97451 
0,9430 


+ 3n2' 
9,99932 
9,99190 
0,9815 


-f 14*41' 
9,98558 
0,01442 
1,0338 


+ 26*10' 
9,95804 
0,08818 
1,0919 


+ 34*51' 
9,91416 
0,05886 
1,1488 


+ 88*08' 
9,89574 
0,06682 
1,1668 


. 13 


r-6«ll' 
9,99747 
9,96509 

l 0,9228 


-2054' 
9,99944 
9,97308 
0,9399 


+ 5°47' 
9,99778 
9,99344 
0,9850 


+ 17*16' 
9,97997 
0,02003 
1,0472 


+ 28*45' 
9,94286 
0,04836 
1,1178 


+ 37*26' 
9,89888 
0,07864 
1,1848 


+ 40*48' 
9,87964 
0,08292 
1,2132 


14 


r - 0«51' 
9,99995 
9,96261 

l 0,9175 


-f 2^26' 
9,99961 
9,97291 
0,9395 


-f IIW 
9,99177 
9,99942 
0,9987 


-f 22*36' 
9,96530 
0,03460 
1,0829 


+ 84*05' 
9,91815 
0,07807 
1,1883 


+ 42*46' 
9,86577 
0,10675 
1,2787 


+ 46*03' 
9.84188 
0,12118 
1,3219 


15 < 


r-lP51' 
9,99064 
1 9,96192 
l 0,9160 


-f 15«08' 
9,98461 
9,99885 
0,9973 


+ 23°49' 
9,96135 
0,02987 
1,0712 


4- 35*18' 
9,91176 
0,08824 
1,2253 


+ 46*47' 
9,83554 
0,15568 
1,4311 


+ 55*28' 
9,75368 
0,21884 
1,6552 


+ 58*45' 
9,71498 
0,24758 
1,7684 


16 < 


f + 48ni' 
1 9,82396 
1 0,13860 
l 1,3760 


H- 5P28' 
9,79447 
0,17805 
1,5068 


H- 60009' 
9,69699 
0,29423 
1,9689 


+ 71*38' 
9,49844 
0,50156 
3,1737 


+ 88*07' 
9,06873 
0,92249 
8,3655 


-f 91*48' 
8,49708 
1,47544 

29,8841 
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Con quanto precede abbiamo fatto la determinazione di tutti gli 
elementi relativi all'orologio solare sul piano considerato. Vediamo 
ora come possa essere disegnato e quale sia la posizione più conve- 
niente di esso sulla faccia triangolare in modo da profittare, nel 
miglior modo possibile, della estensione di questa per il tracciamento 
delle varie parti dell'orologio stesso. 

Ecco come si può procedere. Anzitutto si prepara un disegno 
provvisorio dell'orologio, tracciando su di un foglio di carta una 
retta che si assume come substilare, uscente da un punto consi- 
derato come centro orario dell'orologio. 

Indi per mezzo degli elementi angolari forniti dalla tabella del 
Calcolo III, si fa il tracciamento di tutte le linee orarie; infine ser- 
vendoci degli elementi forniti dalla 1*^ ed ultima colonna della tabella 
relativa al Calcolo Y, si tracciano le due iperboli solstiziali e la linea 
equinoziale assumendo per l (lunghezza del gnomone) un numero di 
centimetri convenienti perchè il disegno possa essere tutto contenuto 
entro i limiti del foglio, o, se non tutto, almeno la parte più impor- 
tante di esso. 




Pig. 2. 



Fatto ciò, su di un foglio di carta lucida si disegna un triangolo 
isoscele simile a quello della faccia considerata, e si riporta sul dise- 
gno precedente disponendolo in maniera (spostando anche opportuna- 
mente uno dei lati di detto triangolo isoscele parallelamente a se stesso) 
che il disegno stesso apparisca, almeno nella sua parte più importante, 
disposto nel miglior modo possibile entro il triangolo (fig. 2). A questo 
punto non rimane da far altro che ricopiare sul vero triangolo che 
rappresenta il piano dell'orologio solare, il disegno precedente nella 
sua giusta posizione e nel dovuto rapporto. 

Ma poiché il disegno provvisorio può non essere stato eseguito 
colla necessaria precisione, così è preferibile disegnare ex novo sul 
quadro, l'orologio solare. 

A tale scopo si fisHa su questo quadro la posizione del centro 
orario, della substilare e della equinoziale ricavandone gli elementi 
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dal disegno provvisorio. Si misura poi con tutta esattezza la di- 
stanza D del centro orario dalla equinoziale, e, per mezzo della for- 
mula Z = Dcosl3^18\ si ricava la lunghezza dello stilo. 

Tracciate poi esattamente tutte le linee orarie si riportano su 
ciascuna di esse le varie lunghezze d'ombra dedotte dai resultati del 
Calcolo V dopo avervi introdotto il valore di l precedentemente de- 
terminato. In ultimo si riuniscono gli estremi di queste lunghezze 
d'ombra corrispondenti ad uno stesso valore di 8 per ottenere le 
iperbole di declinazione. 

Si può osservare che l'esattezza del tracciamento delle linee orarie, 
che è la parte più importante degli orologi solari, resta controllata 
dall'angolo che esse formano colla substilare e dalle porzioni cono- 
sciute di esse che rimangono comprese fra il centro orario e la linea 
equinoziale. Dette porzioni sono fornite dai valori della Tabella V che 
corrispondono alla colonna di 8 = 0. 

A. L. Andreini 



SE TEOREMA CAHTOR-BERNSTEIN- PEANO 



§1- 

Nel 1895, G. Cantor enunciò, ma non dimosMj le seguenti proposizioni : 
a) Se due insiemi M c<i N sano cosi fatti che M è equivalente ad una parte Ni 

di N, c<Z N é equivalente ad una parte Mi di M, sono anche M erf N equivalenti 
p') Se Mi è una parte d^un insieme M, Mj una parte deW insieme Mi , e 

se il ed Mi sono equivalenti, anche Mi è equivalente agli insiemi M ed M2 . (*) 






Si oaservl anzitutto che tln p' al può titulm-re ot)^ cosi: {^) 
per ipotesi 

M h euuivalenli' a"i Ni 
ed 

N M equivalente ad Mi; 



(2) 



i*\ €tnìtrt^utii>n* al fondamettio dulia i^mia dtpU ìnMÌMmi traHnUnilì, *B\y'iUÌn ili MatemiUen .. 
ToJatn* v; p. I2^»-ltì:J, Torino, Buco a, 1S^5, litiee H-l'ì della nota a i^g, 133. 

la qiieiil« prtipofiìzlDiil: 

ituitme vula tiuMitt idi agiirtii arbitrarci 

mi A fi H Borio clnsBl, dIkonilM di*i ^A ii tqntf'citunt* a IS ^ ìi' iiitiiEidti fiira clic '*vi ù njinieno) 
ODA r^rrUpiìnriinta rtciproc» frft A a B ,. 

i^J In (jUttiita moDii!nti> non ni arv^iÌKé ìa vrriiàiW aiouiìa dolio |iE«i>oaÌ£jot]i r#. o c^'}, tùA jut^ato 
•ciò: per dimuatrarc «) it Hf4ffìti*ttt4 diniustinre fi'j. 
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fissata una corrispondenza reciproca fra N ed Mi , alla parte Ni di N cor- 
risponde una parte M2 di Mi; e, per definizione di equivalenza. 

Ni è equivalente ad Mj; (3) 

cosicché, l'equivalenza essendo una relazione transitiva, per le (1) (3), 

M è equivalente ad Ms; 
da cui, per la proposizione p'), risulta che 

Mi è equivalente ad M; (4) 

N è equivalente ad M. 



dunque, per le (2) (4): 






Delle due affermazioni della tesi di p') 

Mi è equivalente ad M 
Mi è equivalente ad Mg 

soltanto la prima fu utilizzata per dedurre a) da p'), e del resto la seconda 
è conseguenza immediata della prima e deìV ipotesi 

M è equivalente ad M» . 

Tralasciando perciò la seconda affermazione, cambiando M, Mi , Mj , in 
A, B, C e sostituendo alla frase e è equivalente a » il suo significato, si ot- 
tiene la proposizione 

P) Se la classe A contiene la classe B che contiene la classe C e se vi è una 
corrispondenza reciproca fra A e C, allora vi è pure una corrispondenza reci- 
proca fra A e B; 

dalla quale, per quanto precede, si deducono le proposizioni a) e p'). 



Soltanto nel 1898 fu pubblicata una dimostrazione di a), dovuta a Bern- 

STEIN. (*) 

Nel gennaio di quest'anno H. Poincaré, ravvisando nella dimostrazione 
di Bernstein « un appel special à V intuition » e « Tapplioation du principe 
d^induction » e ritenendo difficile, se non impossibile, evitare tali inconve- 
nienti, disse che «une autre démonstration du théorème de Bernstein... sera 
une découverte mathómatique importante». (*) 

Questa scoperta è già stata fatta da G. Peano, il quale ha pubblicato 
una diìnostrazione di 3) — e quindi, per quanto precede, di a) — nella quale 
sono usati soltanto principìi logici universalmente noti. (^) 



(1) laseri t« in Bobel, ThéoHe des fonctiona, pag. 104. 

Identica dimostrazione (in cai però è usata anche la nozione di limite) si trova in E. BchbSdeb, 
Uébép- zwei Deflnitionen der Endlichktit und G. Cantor'srhe Sàtzé (scritto nel gennaio 1896, presentato 
il 21 maggio 1896 ed inserito soltanto nel 1898 in Nova Ada Aeadtmiae Caetarea» Leopddino — 
Carolina* Germanica* Natura* Curiosorutn, tomo LXXI, n. 6. p. 336-340). 

(>) L*8 mathéinatique* *t la ìogiqu* (** Revue de Mótaphisique et de Morale ^, 14* Année, n. 1, 
p. 17-34. Paris. Colin, 1901)): p. 28. 1, 24; p. 29, 1. 10, 12-14. 

(8) Super th*or*ma d* Cantar- Bernstein (Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, Adu- 
nanza dell' 8 aprile 1906. Tomo XXI. Fase III. p. 360-366). 

A p. 362. 1. 2, invece di " vC „ leggasi "va „; a p. 363, 1. ultima, invece di * {g, e) . leggasi 
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Malgrado egli abbia tradotto in linguaggio ordinario le principali formule 
(che son tutte scritte coi simboli ideografici adottati nel Formulario da lui 
pubblicato), temo che la presunta difficoltà di lettura tolga allo scritto del 
Peano Tampia dif^sione di cui mi sembra degno; e perciò mi accingo a voi- 
garizxarlo. 

Però questa non è una traduzione immediata (dai simboli al linguaggio 
ordinario) del lavoro del Peano, avendo attuato qualche semplificazione cosi 
nell'enunciato che nella dimostrazione; ma la parte sostanziale del procedi- 
mento dimostrativo è rimasta immutata. 

* * 

Mi propongo di dimostrare che 

f) Se la classe A contiene la classe B e se fra A e B vi è una corrispon- 
denza simile, allora fra A e B vi è pure una corrispondenza reciproca. (') 

Si osservi intanto che da -y) si può dedurre P) cosi: 

poiché B contiene C, la corrispondenza reciproca che per ipotesi sussiste 
fra A e C è una corrispondenza simile fra A e B; risulta cosi verificata la 
ipotesi e quindi anche la tesi di y) che è pure la tesi di p). 

Si osservi inoltre che, mentre néìV ipotesi di a) sono nominate 4 classi e 
2 corrispondenze reciproche ed in quella di p) sono nominate 3 classi e 1 cor- 
rispondenza reciproca, in quella di y) sono nominate soltanto 2 classi e 1 cor- 
rispondenza simile. 

Ma y) — oltre che essere in ciò formalmente più semplice di p) e di a), 
tanto ch'io dubito si possa dare alla verità di cui si tratta una veste ancor 
più semplice — mi sembra mettere in più chiara luce, che non facciano P; 
ed a), V importanza di questa verità. (*) 



Il procedimento escogitato dal Peano per dimostrare p) mi sembra non 
meno importante della verità da dimostrarsi; tanto che, se altre dimostra- 
zioni dovessero attenuarne il valore come mezzo, mi sembra dover rimanere 
immutato il suo valore come conoscenza. 

E perciò, invece della precedente, dimostrerò la proposizione 
8) Se la classe A contiene la classe B e se fra A e B vi è una corrispon- 
denza simile e non reciproca, aUora fÀ può determinare una classe comune 
ad A e a B e tale che la corrispondenza data sia reciproca fra i rimanenti 
individui di A ed i rimanenti individui di B, 



(i) Una eorrispondetua fra À e B è detta simt7«: se a ciascun individuo di À essa fa corrìspon- 
étte h« individuo di B, e bq ad Individui liit/Unti di A fa cQrn^pQndcrL' individui iti*iivti tli B; 
una c^rt'itpiìHtifnttÉ fra A o lì b dettai recititocai jsl\ aiU'é iid t^sat^r nimiìw. h tulij the m ^hì^VL cìaécagk 
indi ri duo dì B ftirrìsponde a quQlthw indìvidnci ^i A> 

Bq fra A b B y\ è ima corrispondunxn nini ile e rton recìproca y tale cpfHaiKindfinzA e rfcrj>i'D«4 
fra A « la clnaiis B^ forinata dal aìììì corrispondenti di A iieNa corri»p<ìndonza data; ad esempio: 
Ift moUiptic^ii^ti* prr 4 tì una corrispondenza s^milt a «fon i *(r*/i»-ér« fra i Numeri dtUa «woiwiirnii* 
natHral* ed i nttìutfri pnt'i; ossa ù rtciprufcti fra i tilt ni «ri dtUa iuece^jfion^ natufatt od i tanttipli di é. 

Ma li B' (?oaì detsrmiduto h utia partÉ di B, nieutie U proponi £Ìo no ^1 affernia ehf vi h i^na 
coi-riapondoiiKa rttiproca Ita A e B; neirvaempio fiato , ^4 moltìpUcaziumr p*y U h una cofirippoiid^naa 
f-«cJpno4r{i fra i ntitìH(i*i dtìlù Mucc^giiaut naturalM «d ' ttumeri ffmru 

{^y Si può cliiEidere: ma n} fi) y) eaprimono la ^tevvft verità f 

Da ijuanto precodu rifiuUanilO cLe dp y} ni d^duct (ii e da fi) k^I dtdì4cw a [cosiccìih, pttr éimù- 
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dalla quale esplicitamente risultano la verità da dimostrarsi e la parte 
essenziale del procedimento dimostrativo del Peano. (') 

Che sia sufficiente dimostrare Ò) è chiaro: perchè, la classe da determinarsi 
dovendo essere comune ad A e a B (ed a tal fìne, per l'ipotesi, basterà ohe 
ogni suo individuo appartenga a B), per ottenere una corrispondenza reciproca 
fra A e B, come richiede y), a ciascun individuo di A si farà corrispondere 
sé stesso ovvero il suo corrispondente nella coì^rispondemui data secondochè 
esso appartiene o non appartiene alla classe determinata. (') 



§2. 

Ed ecco la dimostrazione di 8). 

Bappresento con A' la classe formata dai soli corrispondenti di A nella 
corrispondenza data; da ciò e àalV ipotesi: 

A contiene B, che contiene A'. (1) 

Analogamente, se A contiene la classe X, rappresento con X' la classe 
formata dai soli corrispondenti di X nella corrispondenza data ; da ciò e daì- 
V ipotesi risulta che 

se A contiene X, la corrispondenza data è reciproca fra X e X'; (2) 

se A contiene X che contiene Y, allora A' contiene X' che contiene Y'. (8) 



Rappresento con A^ ciò che rimane di A sopprimendo B (1); cosicché: 
A si compone delle classi disgiunte Aq e B. (') (4) 



ttrare a) fi) y)^^ ormai tufflcienté ch'io dintoshH y)], è come se si chiedesse: da a) si può dedurre fi) 
e da fi) si può dedurre y)ì 

Ecco la giustificazione della risposta affermativa. 

DaU VipùteMi di fi), si chiami M la classe À, N la classe B, Ni la classe G, Hi la parte di C che 
corrisponde alla parte B di A nella corrispondenza data; applicando a), si deduce che M è equi- 
valente ad N, cioè che A è equivalente a B, che è la teei di fi)\ dunque: da a) si deduce fi). 

Data Yipoteei di y), si chiami C l'insieme dei soli B che corrispondono aftli A nella corrispon- 
denza data; applicando fi), si deduce la tesi di fi) che è pure quella di y); dunque: da fi) si deduce y). 

(1) Vipoteei di y) non eeclude che la corrispondenza data fra A e B sia reciproca; ma in tal 
caso la ^««1 di y) è già enunciata lìeXV ipoteei, e la proposizione non ha alcuna importanza. 

Per questo, in ò) ho ammesso addirittura che la cori'ispondenza data fra A e B sia aimile e 
non reciproca. 

Inoltre, aflSnchè y) sia vera è sufficiente che ogni individuo di B appartenga ad A, senea eselu- 
dere il caso in cui anche ogni individuo di A appartenga a B; ma allora A e B sarebbero nomi 
diversi della stessa classe e la tesi di y) sarebbe vera indipendentemente dalla corrispondenza data, 
bastando che ad ogni individuo di A si faccia corrìspondere sé stesso. 

Per questo, in y) e più specialmente in ò) ammetto senz'altro che vi sia qualche A che non 
appartiene a B. 

(*) Nell'esempio dato nella nota a y) la moltiplicazione per 4 è una corrispondenza simile e non 
reciproca fra i numeri della successione naturale od i numeri pari; ivi, per stabilire una corrispon- 
denza reciproca fra queste due classi, si ricorre ad un^altra corrispondenza: la moltiplicazione per 2, 

Ciò beuta per soddisfare y). ma non basta per soddisfare Ò) : in cui si impone di ricorrere sol- 
tanto alla corrispondenza data o aWautocorrispondensa. 

Ecco in qual modo si può soddisfare ò) nell'esempio considerato: la classe dei numeri il cui 
massimo esponente di S è dispari è comune alle due classi date e la moltiplicazione per 4 (che è la 
corrispondenza data) è una corrispondenza reciproca fra i rimanenti " numeri della successione 
naturale , ed i rimanenti "numeri pari„. 

(3) Dico disgiunte due classi prive di individui comuni. 
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Rappresento con M la classe formata dai soli individui comuni a tutte le 
classi X che verificano la condizione 

A contiene X, ed X contiene A^^ ed X'. (6) 

Si noti che: m sono classi che verificano la (5); tale, ad esempio, è A: 
perchè A contiene A, A^ (4) ed A' (1); inoltre A contiene ogni classe che 
verifichi la (6) e perciò 

A contiene M; (6) 

mentre ogni classe che verifichi la (5) contiene Aq e perciò 

M contiene A^ . (7) 

Se X verifica la (5) : 

X contiene X' (8) 

ed 

A contiene X che contiene M 
da cui (3) 

X' contiene M' 
da cui (8) 

X contiene M'. 

Dunque: ogni classe che verifichi la (6) contiene M' e perciò 

M contiene M'. (^ (9) 

Le classi Aq ed M' sono disgiunte, perchè A, è disgiunta da B (4), mentre 
[per la (1), B contiene A', e, per le (6) (3), A' contiene M'; e perciò]: 

B contiene M'; (10) 

chiamo N la classe che si compone delle classi disgiunte A^ ed M'. (11) 
Si noti che: 
per la (11), 

N contiene Aj ; (12) 

A contiene A^, (4) e [poiché contiene B (1), contiene anche (10)] M'; cosicché (11): 

A contiene N; (13) 

per le (7) (9) (11), 

M contiene N; (14) 

per le (6) (14) (3), 

M' contiene N': (16) 

per le (11) (15), 

N contiene X'. QfiJ, 

Dalle (IS) (12) (16) risulta che N verifica ^a (5), e perciò 

N oontiene M. U^ 

Sicché per le (17) (U), 

fi qumdi (11) : 

M si compone deU© classi cUagiunt^ A^ ed M'. (ÌÌJ 

.** 

Per ulttmOj i^appreeeuto con P ciò che rimane dì B sopprimendo M' (10) j 
cosicché 

B ai compone delle clamai di^iimU M' e Pj (tfj 

(t) SeuQh^ netti ci servii, si itoti ciitì. por la {6J (7) {^U «uobe M verlflea li (5); eo<ieehè M &U 
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da cui, per la (4), 

A si compone delle classi disgiunte Aq, M'e P; 
da cui, per la (18), 

A • » . . » M e P. (20) 

È dunque P la classe cercata [rileggasi la tesi di fi)], perchè: 
per le (20) (19), 

P è comune ad A e a B 
e, per le (6) (2), 

la corrispondenza data è reciproca fra M ed M' 

dove M ed M', per le (20) (19), sono appunto le classi formate dai rimanerci 
individui di A ed i rimanenti individui di B. 

Alessandro Padda. 

Chioggia (Venezia), maggio 1908. 



SOLUZIONI HAZIONALI DELLE EQUAZIONI INDETEHMINATE 

DI TIPO a:! + a:l + ... + irI = xUì 



Poiché vale Y identità (w" — n*)* + (2/if n)'= (wi' + n*)*» la soluzione 
più generale dell'equazione xi' + ara* = ìTs' è a:i = iM* — n*, aj* = 2mn, 
aj8=w*+w'. Volendo le soluzioni intere dell'equazione, basterà attri- 
buire ad m ed n valori interi. In ciò sta la risoluzione del problema 
di determinare i triangoli rettangoli, i cui lati sono numeri interi, 
risoluzione già data, se non in modo completo, da Pitagora e Platone.^) 

Più in generale l'identità 

(Xi« + . . . + X Vi - XnT + (2 XxXu)* + . . . + (2 Xn-iXn)" = 

= (Xx«+... + XVi + X„«)» 
dà modo di risolvere l'equazione 

Xi' + . . . + a:,,* = x\+x 
ponendo 

a?i = 2 XiXn , ira = 2 XjXn , . . . , a;n = Xi' + . . . + >^"n-i — Xn* , 
a^u-fl = Xi -j- . . . 4~ '^ n— 1 + Xu . 

Lo scopo di questa breve nota è di mostrare come si possa arri- 
vare a questo risultato con semplici considerazioni geometriche. 

i. Il problema della ricerca di tutte le soluzioni razionali di una 
equazione del tipo 

x,^ + x^ + ..,+x^^ = x\^, (1) 



(1) Hankkl, Zur Geschichtt der Mathtmatik. Pag. 131. Cfr. anche: Luoas. Theorie dw nombrm. 
Introduetion. 
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SÌ può ricondurre a quello della determinazione di tutte le sue solu- 
zioni intere. 

Infatti, posto che a?i = flri,..., a?n = <yii» ix?n+i==«n+i sia una solu- 
zione razionale e che p sia il minimo comune multirlo dei denomi- 
natori delle frazioni ai, f7t,...an+i, l'equazione (1) ammette pure la 
soluzione pai,..., pan, pan+i, che è costituita da numeri interi. 

Se le frazioni ai,...,an+i, On sono irriducibili, i numeri pai,..., 
pant p^n+i sono inoltre primi fra loro. 

Due soluzioni saranno a considerarsi identiche, se costituite da 
serie di valori ordinatamente proporzionali. 

E poiché da una generica soluzione se ne può ottenere un'altra 
cambiando segno a uno o più valori delle incognite, si potrà limi- 
tarci a ricercare le soluzioni costituite da numeri interi positivi (o 
nulli) primi fra loro. 

Siccome infine il primo membro della (1) è simmetrico rispetto 
alle incognite a;i,...,a?Q, così, ottenuta una soluzione ai,...,an, an+i, 
saranno a ritenersi equivalenti ad essa tutte quelle, che si ottengono 
eseguendo una sostituzione sulle lettere ai,...,an. 

2. Si riferiscano i punti di uno spazio Sn a n dimensioni a una 
ennupla di assi mutuamente ortogonali uscenti da un punto, e si 
consideri la sfera col centro nell'origine e raggio uguale a 1. (^) In 
coordinate cartesiane omogenee essa avrà per equazione 

ari* + x«' + . . . + Xn* = x\+i ; (2) 

e in coordinate non omogenee (posto — ^ = Xi) 

Xx»+X««+...+ Xn' = l. 

Il problema propostoci ha dunque la seguente interpretazione geo- 
metrica: determinare tutti i punti di questa sfera, le cui coordinate 
sono razionali. 

Per risolverlo osserviamo che una retta di Sn 

Xi — fij Xa — a< Xn — ^u g^^. 

incontra questa sfera in due punti. Supposto che le costanti, che 
entrano nella (3), sieno numeri razionali, le coordinate dei due punti, 
quando sono reali, sono per entrambi razionali o no, perchè la loro 
determinazione dipetide dalla risotuzione dì una equazione di secondo 
grado a coefficienti razionali ottenuta eliminando n — 1 delle varia- 
bili xi,...,x^ fra la (2) e le (3). 

Se quindi facciamo passare la retta per un punto di coordinata 
razionali appartenente alla sfera, Taltro punto d* intersezione avrà 

(1) Per ugntra p\h. fjif [lineate la eonaidQmxioiiL che sflgUDDo, ai p«iifll i] cqao di n — £t, in «ni 
Bì h ridotti hUo «|)&EÌo «rdìoArlo. 
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pure coordinate razionali, purché 8Ì attribuiscano a ai, X%,...,Xn va- 
lori razionali. Facendo variare questi parametri si aviiuino punti 
razionali della sfera. 

Un punto, che soddisfa alle condizioni richieste, è per es., quello 
ove la sfera à incontrata dall'asse ^„. Esso ha le coordinate (0,...,0,1) 
e ogni retta per esso avrà equazioni, che si potranno porre sotto la 
forma: 

Xi Xi Xn 1 fMX 

^ = ^ = . . . =^ _. . (4j 

Al Aa An 

Indicato con p il valore comune di queste frazioni, si ha 

Xi = Xip , Xj = À»p , . . . , Xn = 1 — Xnp ; {ly 

e sostituendo nella (2) si ricava 

Il primo valore, sostituito nelle (4)' fornisce il punto (0, . . . , 0, 1); 
il secondo, il punto: 

2 Un 



Ai*-\- . . . + X*n-l + Xn ' ' 

^ An_iAn 

n— 1 • 



Al -[-... -|- A n— 1 "f" Xn 



X„ = 



Al -}-■.. ~r X n-1 An 

Xl 4" • • • I X n— l + An 



Una soluzione intera della equazione proposta è perciò 
xi a:n-i Xa 



2XiXn" 



2 Xn— iXn Xi -p • • • I A n— l — An 



Xn^l 



Xi -[-...-]- A n-l ~f~ Xn 

Reciprocamente, ogni soluzione della (I) si ottiene dando ai para- 
metri Xi,...,Xn-i, Xn convenienti valori. 

Infatti le equazioni precedenti, risolute rispetto alle X, danno 

Xi Xa Xn-i Xn 

Xi Xt ' " Xn-l ^n+l — ^u 

3. Volendo procedere a una determinazione sistematica delle solu- 
zioni intere della (1), si potrà fissare il valore di uno dei parametri 
e far variare gli altri. E siccome dalle (5) le X sono determinate a 
mezzo di un fattore, si potrà limitarci ad attribuire ad esse valori 
interi positivi primi fra loro. Si osservi poi che, escluso il para- 
metro Xq, il quale, quando s'annulla, fornisce la soluzione evidente 
xi=a:i=. ..=a:n-i = 0, a;n=Xn-i, qualcuno degli altri parametri può 
anche essere zero, e in tal caso si annulla il valore dell'incognita di 
uguale indice e si ottiene una soluzione di una equazione dello stesso 
tipo con un numero minore di variabili. 

Poiché, quando sui parametri Xi , . . . , Xn-i si eseguisce una sostitu- 
zione la stessa sostituzione, per le (5), avviene sulle variabili i*i,...,a:n^i, 
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per evitare di ottenere soluzioni equivalenti potremo, senza togliere 
nulla alla generalità, supporre 

Al ^ Xa ^ . . . ^ An— l 

e dare a Xn tutti i valori, per cui risulta positiva o nulla la somma 

Xi* + . . . + X'n-l — Xn*. 

Ma risultano pure equivalenti le soluzioni, in cui il valore di Xn 
sia scambiato con quello di una delle altre n — 1, x. Trovata dunque 
una soluzione Xi, Xq,. , .,Xu, a?n+i, nella ricerca di ulteriori soluzioni, 
dovremo escludere, per le (5), i valori dei parametri proporzionali a 

^n t ^8 ? • • • j 3/n_i , 37n-|-l ^l i 

^l f ^n t • • . j ^n— l j ^n+1 ^9 » 



Xi , Xi , . . . , Xn 9 ^^n^-i Xu _i . 

4. Come esempio diamo, per n = 3, una tabella di soluzioni, otte- 
nute seguendo il criterio su esposto. 



X, 


X, 


?^ 


Xi 


Xt 


a?» 


Xi 


Parametri da escludere 


1 





1 


1 








1 




1 


1 


1 


2 


2 


1 


3 


(2, 1, 1) 


2 





1 


4 





3 


5 


(3,0,1), (4,3,5) 


2 


1 


2 


8 


4 


1 


9 


(4, 1, 1). (8, 1. 5) 


2 


2 


1 


4 


4 


7 


9 


(7. 4, 5) 


3 





2 


12 





5 


13 


(5, 0, 1), (12, 5, 13) 


3 


1 


1 


6 


2 


9 


11 


(3,2,3), (9,2,5) 


3 


1 


2 


6 


2 


3 


7 


(3, 2, 1), (6, 3, 5) 


3 


1 


3 


18 


6 


1 


19 


(6, 1, 1), (18, 1, 13) 


3 


2 


2 


12 


8 


9 


17 


(4, 3, 3), (9, 8, 5) 


3 


3 


1 


6 


6 


17 


19 


(17, 6, 13) 


3 


3 


2 


6 


6 


7 


11 


(7, 6, 5) 


3 


3 


4 


12 


12 


1 


17 


(12, 1, 5) 







1 


8 





15 


17 


(5, 0, 3), (15, 8, 17) 







3 


24 





17 


25 


(7, 0, 1), (24, 7, 25) 




1 


2 


16 


4 


13 


21 


(13. 4, 5), (16, 13, 17) 




1 


3 


12 


3 


4 


13 


(4, 3, 1), (6, 2, 5) 




1 


4 


32 


8 


1 


33 


(8, 1, 1), (32, 1, 25) 




2 


1 


8 


4 


19 


21 


(19, 4, 13), (19, 8, 17) 




2 


3 


24 


12 


11 


29 


(12, 11. 5), (24, 11, 17) 




3 


2 


16 


12 


21 


29 


(21, 12, 13), (21, 16. 17) 




3 


4 


32 


24 


9 


41 


(8, 3, 3), (32, 9. 17) 




1 


1 


16 


16 


31 


33 


(31. 16, 17) 




4 


3 


24 


24 


23 


41 


(24, 23. 17) 




i 


5 


40 


40 


7 


57 


(40, 7, 17) 
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X, 


X, 


X, 


X, 


X, 


X» 


Xi 


Purntnetri da escludere 


5 





2 


20 





21 


29 


(21,0,9), (21,20,29) 


5 





4 


40 





9 


41 


(9, 0. 1). (40, 9, 41) 


5 




1 


10 


2 


25 


27 


(5. 2, 5), (25, 2. 17) 


5 




2 


10 


2 


11 


15 


(11, 2, 5), (11, 10, 13) 


5 




3 


30 


6 


17 


35 


(17, 6, 5), (30. 17, 29) 


5 




4 


20 


4 


5 


21 


(5, 4, 1), (20, 5, 17) 


5 




5 


50 


10 


1 


51 


(10. 1. 1), (50, 1, 41) 


5 


2 


1 


5 


2 


14 


15 


(7, 1, 5), (14. 5, 13) 


5 


2 


2 


20 


8 


25 


33 


(5, 4, 5), (25, 8, 13) 


5 


2 


3 


15 


6 


10 


19 


(5, 3, 2), (15, 10, 13) 


5 


2 


4 


40 


16 


13 


45 


(16, 13, 5), (40, 13, 29) 


5 


3 


1 


10 


6 


33 


35 


(33, 6, 25), (33, 10, 29) 


5 


3 


3 


30 


18 


25 


43 


(6, 5, 5), (25, 18, 13) 


5 


3 


4 


20 


12 


9 


25 


(12, 9, 5), (20, 9, 13) 


5 


3 


5 


50 


30 


9 


59 


(10, 3, 3), (50, 9. 29) 


5 


4 


2 


20 


16 


37 


45 


(37, 16, 25), (37, 20, 29) 


5 


4 


3 


15 


12 


16 


25 


(8. 6, 5), (16, 15, 13) 


5 


4 


4 


40 


32 


25 


57 


(8, 5, 5), (32, 25, 17) 


5 


4 


6 


60 


48 


5 


77 


(48,5,17), (60,5,29) 


5 


5 


1 


10 


10 


49 


51 


(49, 10, 41) 


5 


5 


2 


10 


10 


23 


27 


(23, 10. 17) 


5 


5 


3 


30 


30 


41 


59 


(41. 30, 29) 


5 


5 


4 


20 


20 


17 


33 


(20, 17, 13) 


5 


5 


6 


30 


30 


7 


43 


(30. 7. 13) 


5 


5 


7 


70 


70 


1 


99 


(70, 1, 29). 



D"^. 6. BiscoNciNi. 



SULLA TRASFORMAZIONE DEL RADICALE Va+V^TW 



!• Risulta, in generale, assai disagevole calcolare numericamente il valore 
di espressioni algebriche contenenti dei radicali sovrapposti. E utile perciò 
cercare a quali condizioni sarà possibile trasformare tali radicali nella somma 
di altri più semplici. 

In questa mia Nota mi propongo di trasformare il radicale 



Va+V&+Vc 
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nella somma di quattro radicali semplici, o nella somma di due radicali sem- 
plici e di una radice quarta di quantità razionale. 

Applicherò inoltre i risultati ottenuti Alla trasformazione di altri radicali. 

2, TisoREMA. — Il radicai 

ia+ib^^c (1) 

in cui le quantità b>j b, e sono razionali^ si può trasformare nelia ei^re.isione 

in cui ot, ^, e noììo qìimi fitti razioìiali, se risidtano verificale le seguenti con- 
dmimiii 

1*- Lct differenza (a' — b)* — e sia un quadrato perfetto r*, sia cioè 

(as _ fi)i _ e = r\ (2) 

2*. La quantità i (a* ^ 6 — r) sia pure un quadrato perfetto. 

Supponiamo ìnflGitti 

^ia*-b-r) = q\ CÉ> 

e |>pniamo 

in cui Xy i/y z sono quantità razionali, 

Goimiderando di ogni radicale il solo segno positiYo ci sarà lecito innalzare 
al quadrato le equazioni (4), ottenendo le equazioni equivalenti 

dalle quali, sommando membro a membro, si ottiene 

a = x + 3^ (6) 

Per le (2) e (3) ai ha intanto 

Va* - è - V^= Vi (a' —b + r) — V4(a*— ò-r) = yt(a>-ò+r) - q, (6) 
Moltiplicando membro a membro le (4) sì ha inoltre 



e quindi, dalle (6) e {l)j si ricava 

f^ia^-b^r)-q = 2Ìy^{z^x\ 
ohe risulta aod disfatta ae si pone 

i (a» - & + r) = 41/ q=^z — 3C, ff^ 

Dalle (5) e (8) si Im allora 

e quindi dalla (4), tenuto conto della (B), si ottiene 

ya±Ìb + i7^Ìi{a^q-^^a^^b-q^±Ìiia^q~Ìa*-b-q') (9) 
come y ole vasi dimostrare. 



j 
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8* Osserviamo ora che ciascuno dei due radicali che compariscono nel se- 
condo membro della (9) si può decomporre nella somma di due radicali sem- 
plici se le quantità 

2g(g-a) + ò 2q{g+a) + b 

sono due quadrati perfetti. Posto infatti 

2q{q--a) + b = h\ 2g (g + a) + 6 = fc«, 
si ha 



(10) 



Va + (7 - Va^~6-(?« = ^^{a+q + k) - Vi(a + g-A:), 



e quindi dalla (9) si ottiene 

Va±V6+Vc' = i [^a^-q + h -f ^a-^q-h ± Va-f^ + fc q: Va-f ^-fc];(ll) 

risulta cioè che U radicale Va±V b-fVc, m ct/2 a, b, e sono quantità ragionali^ 
si può decomporre nella somma di quattro radicali semplici^ se oltre aUe reikt' 
zioni (2) e (3) risultano anche verificate le (10). 
EsBMPio NUMERICO. — Supposto 

a = 12, 6 = 38, e = 420, r = 104, g=l, 

oltre alle (2) e (3) risultano anche verificate le (10) per 

h = A, fc = 8, 
quindi dalla (11) si ha 

V 12 ± V38 + 2VI56 = i [Vl5 + V7"± V21 :;: Vs"]. 






4. Teorema. — Il radicale 



V«+V6+Vc 



in cui a, b, e sono quantità razionali, si può decomporre nella somma di due 
radicali semplici e di una radice quarta di quantità razionale^ se ristdtano sod- 
disfatte le seguenti condizioni: 

l». La somma 4a* + b sia un quadrato perfetto, 

2». Il prodotto 4a* . b sia uguale a — e. 

Supponiamo infatti 

4a« + ò = ^*, (12) 4a«.6=— e, (13) 

e poniamo 

Va+ VòTV? = Vac-Vy + Vy , (14) 

in cui le quantità a? ed y siano razionali. 

Considerando di ogni radicale il solo segno positivo, quadrando la (14) si 
ottiene Tequazione equivalente 

a + Vò+yT^ X 4-2V^Va-Vy» 
che risulta soddisfatta se si pone 

x = a, Sb^Ìc=^2Ì^Sx^Ìy\ (16) 



PERIODICO DI MATEMATICA. H 

Quadrando la seconda delle (1&) ei La inoltre 

b + ^^AxVy-^y, 

die risulta verificata per 

oflsia per 

y = -i^ (16) c = 16ae«v- (1^ 

La ( 17), tenuto conto della prima delle (15) e della (16), è identica alla (13)^ 
quindi si ha 

Ma, dalla (12) rìsult» intanto 

qiiiiidìj fatte la opportune riduzioni, @i ottiene 
e perciò dalla (18) si ricava 

come volevaai dimostrare. 

Analogamente ai dimostrerebbe 

Va _ Vd+yT^ i [V2Sirs - yz^M - i2^:^. (30) 

EbBMPÌO NUMEItlCO. -^ SuppOStO 

a == 3, 6 = — 20* f = 720, fi = i 
rifiultano verificate le relazioni (12) e (13), quindi dalle (19) e (20) si h& 

Va±y^20 + ^V^= i [Vio ± 2y5r - Vs]. 



Ut 



ó. Osserviamo ora ohe, *e al posto della quantità a sostituiamo fa, la rela- 
zione (13) diventa 

ia.b = ~c (21) 

e k (19) si può Borivere 



iia + V& 4- V^ = VVa - V- 1 à + y- i&. 



(29) 



Ricordiamo intanto che il radicale yy^ — }f—}b si può trasformare nella 
somma di due radici quarte di quantità razionali se il prodotto a (a + J ò) è 
un quadrato perfetto, o, ciò che è lo stesflo^ se il prodotto a {ia -|- 5) ò un 
q^uadrato perfetto. C) 

Posto infatti 

a (4a + 5) = A», (S8j 
risulta 
€f(a-hlft)=.(|A)*, 

m TtdL iili*mltr» mim note ni "Fitaggn,. Anno XI, pkg. 59. * 
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e si ottiene 

y^a - V-i6 = i [|/8a ^b + ^h — ÌSa + b^ Ah]. 

Se oltre alla relazione (21) risulta anche verificata la (28), la (22) si può 
scrivere 

1—^ __ 4 4^ 4 

VVa -h Vò + Ve = i [^Sa ^b + éh-^ Y^^^ - V^a -^b — ih], (24) 
risulta cioè il seguente 

Tborbma. — n radicale VVa -h fò -f Vcj^ in cui a, b, e sono quantità ra- 
manali, si può decjomporre nella somma di tre radici quarte di quantità razio- 
nali se risultano soddisfatte le seguenti condizioni : 

IK II prodotto a (4a -h b) sia un quadrato perfetto. 

2*. Le quantità a, b, e siano legate dalla relazione 4a . b = — e. 

Analogamente si dimostrerebbe 

yy^_ Vò+W = i [V8a + 6 + 4A - f=T6 — V&x -f ò - 4/^]. (25) 
Esempio numerico. -^ Supposto 

a = 2 6 = — 6 c = 48 A = 2 
risultano verificate le relazioni (21) e (23); dalle (24) e (25) si ha quindi 

VV2"± V-6-f4V§"= i [Vl8 ± V24 - V2"]. 

Salvatore Composto. 



SULLE FUNZIONI SIMMETBICHE DELLE SOLUZIONI COMUNI 
A Fl(f G0N6RUENZE SECONDO UN MODULO FUMO 



L'HuBWiTZ ha dato recentemente una risposta assai elegante alla 
questione di determinare il numero delle soluzioni di una congruenza 

Oo + aix + ««^ + • • • + fli^' = (mod p), 

rispetto a un modulo primo p.{^) Il metodo dell'illustre Autore è 
esclusivamente fondato sul teorema di Febmat, e non richiede che le 
più elementari cognizioni della teoria delle congruenze. 

Estendendo questo metodo, noi otteniamo qui la risoluzione di 
varii altri quesiti pertinenti alla teoria delle congruenze di grado 
superiore, come per es., la determinazione dei residui delle funzioni 



(i) HuBWiTZ, Archip dér Math. und PAy«., IH R., V, a. 1902, pp. 17-27. La qnMtion* era stata 
altrimenti riaolota dal K5hio, eha enunciò nna proposizione, dimostrata poi dal Baoos nel Journal 
f, d, r. M. a. Math,, IG, a. 1885, p. 258, e dal Kbonbokbb, ib. pp. 829-871. Cfr. anche rari lavori del 
Qbobhbaubb nei Ber. d. Ah, d. Wién, XGV, a. 1887, pp. 165-169; XGVm, a. 1889, pp. 652-672; OX, 
a. 1901, pp. 140-147. 
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simmetriche delle soluzioni di una congruenza, la determinazione del 
numero delle soluzioni comuni a più congruenze, etc. 
I. Posto 

f{x) = do + aix + «§27* + • • • + OtX^ 
e 

do ^ (mod pi, ar ^ (mod p), 

la dififerenza 

è, per il teorema di Febmat, divisibile per p, quando k non è solu- 
zione della congruenza 

f(x) = {tnod.p), (1) 

ed è invece congrua a 1 (mod p), quando k è soluzione della con- 
gruenza. Pertanto, il numero N delle soluzioni della congruenza (1) 
è congruo (mod p) alla somma 

k=l 

Onde, posto 

f{x)^' = Ao + Mx + A,a;« + . . . + A^^ryx^'^ , 
81 ha 

p-l i(p-l) r(p-l) 

N=p — 1 — S S A,fc' = — 1— 2 A,[l' + 2' + ... + (p — 1)'], 

k=l 1=0 1=0 

e infine, osservando che si ha 

Ao = ao^-' = l 



81 ottiene 



(mod. p), 
9), se non i 
(mod p), se è » ^ (mod p — 1), 



114.2'+ +(p — 1)1 = 1 ^' (modp), senonèt = (modp — 1), 



N = SA: 



Kp-i)« 



(2) 



Questo risultato si può mettere sotto un'altra forma, dopo avere 

osservato che è 

(p — 1)1 

AkP-D = S , y — , ao«0 ai«l . . . Or**r , 

cxo : oci : • . . ar ! 

essendo la somma estesa a tutte le soluzioni in numeri interi posi- 
tivi o nulli, comuni alle due equazioni 

ao+ai + a« + ... + ar=p — 1, ai+2a2 + 3a'+... + rar=t(p — 1). 

Si arriva così al teorema di Hurwitz: 
Il numero delle soluzioni della congruenza 

Qo + ihJi -\- «sx^ + . - - + «r^ ^ (mod p), 

dare H "0" ^ dlvisihilÉ per p, è uguale al numero intero positivo minore 
di p, che è congruo (in od p) alla somma 

^ (p — DI 
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eriesa a tutte le soluzioni in numeri interi positivi o nuUi, dell'equazione 

ao + ai + ai + ... + ar = p — 1, 
che soddisfano alle condizioni 

«0 <p — 1 , ai + 2a8 + Sai + . . . + '•«r = (mod p — 1). 

2. Seguendo questo metodo, si possono determinare i resti (mod p) 
delle somme delle potenze simili delle soluzioni della congruenza (1). 

Indichiamo con «k la somma delle potenze là'^^ delle soluzioni della 
congruenza (1), avremo evidentemente 

^ = Ile [i_/i(i)p-ij +2»^ [i^m^'ì + . . . + (p-i)"^ ii-ap-i)m = 

1=1 
= lk+2k+... + (p-l)k-'^'s"Ah[l''+H-2''+^+...+(p-iy^-^] = 

= -^\ [V+^ + 2"+" + . . . + (p - 1)"+*] (mod p). 

h=l 

Osservando che il coefficiente di Ah è ^0 (mod.p) se non è h-^-k^ò 
(modp), ed è invece ^ — 1 (mod p) se è h-^-k^O (modp), ponendo 



8Ì ha 



«k = ^ AKp_i)_k (mod p), 



i=l+x 



ovvero, se si vuole, 

«k = 2 Al (mod p) (3) 

essendo la somma estesa a tutti i vttlorì di i interi, positivi, diversi 
da zero e non superiori a r{p — 1), che verificano la congruenza 

» + i = (mod p — 1). 

Con un ragionamento analogo a qtiello fatto al n. 1, si conclude 



che la somma delle potenze Ar*"® 
congrua alla somma 

^ (p-1)! 



ao ! ai ! . 



.ar 



delle soluzioni della congruenza (1) è 
-, ao**o ai«i ...ar**r, 



estesa a tutte le soluzioni, in numeri interi positivi o nulli, dell'equazione 

ao + «1 + «t + • • • + «r = p — 1, 

che verificano le condizioni 

ao<p — 1, A; + ai + 2af + • • • + ^«r ^ (mod p — 1). 

Ciò posto, in virtù di note proposizioni, il residuo (mod p) di una 
funzione simmetrica qualunque delle soluzioni di una congruenza si 
può esprimere mediante una funzione razionale dei coefficienti della 
congruenza. In particolare, si potrà determinare la congruenza che 
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ammette tutte le soluzioni della data e il cui grado sia eguale al 
numero delle soluzioni stesse. 

3. Il metodo di Hurwitz si può estendere anche alla risoluzione 
della seguente importante questione: Bicercare le condizioni necessarie 
e sufficienti perchè due congruenze 

f(x) = 0, (4) g{x) = (modp) (5) 

abbiamo m soluzioni. 
Se poniamo 

f {x) =ao + aix + ...-]- arX^, 5r(rr) = 6o + iii» + - .. + iaa^ 

e supponiamo che non sia 

«0 = 0, ar^O, io^O, is^O. (mod p), 
e se 

a?! , X9, .. ,,Xq 

ò un sistema completo di soluzioni della (4), la dififerenza 

Xi'^ll-gixi)^'] 

sarà congrua a zero (mod p), quando xi è una soluzione della (5), e 
sarà invece congrua a xi^, quando xi è soluzione della (5). Onde, se 
indichiamo con Sk la somma delle potenze kf"""^ delle soluzioni comuni 
a (4) e (5), e con «k la somma delle potenze k^^"" delle soluzioni della (4), 
si ha 

Si, = ìxf[l^g (x,)p-*J = Sk - i a:,^ g{xi)^' (mod p). 
Posto quindi 

g {x)T>-^ = Bo + B^X -t- B,X' + ... + Bs(p-i) a^^^^\ 

la precedente congruenza diviene 

i=0 i=l 

e, in virtù della (3), 



Sk ^ »k — 2 BiSi+k ^ — S Bisi+k (mod p), 



Sk = — SAjB, (mod p), (6) 

essendo la somma estesa a tutti i valori di t e di j, che verificano 
le condizioni 

0<i^»(p— 1), 0<i^r(p — 1), i+j + k = (modp — 1). 

Per A^=tO, se ne deduce: 

/( numero m delle soluz'mm comuni alle due congruenze (4), (5) i 
daio dalla congruenisa 

m=-SAjB,. (7) 

dove la somma si deve estendere a tutti t numeri interi i^] che soddhfana 
alle condizioni 

0<l^s(p~ll 0<jgr(p — 1) 
»+j = (mod p). 
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4, Una notevole applicazione della foimula (7) si ottiene ricercando 
quanti residui n-ici di p vi siano tra le soluzioni della cougrueuza^ 
essendo n un divisore di p — 1. Ciò equivale a ricercare il numero 
4lelle soluzioni comuni alle due congruenze 

p-i 
f{x)^0 (modp), e ar" ^1 (mod p). 

Basterà osservare che, essendo 
si ha 



"i: 



(mod p), se non è t^O f mod ^ j » 



(mod p), se e 

e si ottiene daHa (7) il teorema: 

Il numero m delie soluzioni iidìa congruenza (1), che sotw residui n-ìci 
di Pj essendo n un divi^smf di p — 1, è dato dalla congruenza 



ff — 1 "i 



(mod p). 



(8) 



5< Si giunge facilmente ad estendere la propomzione del n* 2, So 

Ux) = , Ux) - , , . . , rn(^) = (rtiod p) (9) 

sono n congruenze dei gnidi n^ rs,..., '\u piive dì sohizioni congrue 
a zero (mod p), e se si pone 

sì diniastrfl facilmente per i induzione completa che il resto (mod p) 
della somma ìSk lìelle potenze Z*'""" delle solnzioni comuni alle con- 
gruenze (9) è dato dalla congruenza 

S. - (^ 1)-^ S A,/'^ A,;^^ , . , AiJ% (mod p) (IO) 

essendo la somma estesa a tutte le soluzioni della congruenza 

ti -r tf + * * * + iu^t + III + A' = (mod p — 1), 

che soddisfano alle condizioni 

0<i]£ri{p — 1), 0<isgr,(P''l),.,,,0<r„^r„(p-l), (11) 

In particola! e, il numero m delle soluzioni c&muni alle congruetìze (9) 
J dato dalla congruenza 

m = (-l^-^SA,/'> Ai<^...À,J-' (mod p), (12) 

dove la somma va estesa a (ulte le soluzioni della congruenza 

Il + li + . - - + in = (mod p — 1), 

ehé soddisfano alle condizioni (11). 
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6. Come applicazione dei risultati del num. precedente, notiamo il 
teorema : 

Se ai , as , . . . , a„ sono n numeri interi non congrui a zero (mod p) 
e non tutti congrui fra loro (mod p), e se k è anche un numero intero 
qualunque, si ha, per w > 1, 

S Oli as*a . . . an*a ^ (mod p), 

qualora la somma si estenda a tutte le soluzioni, in numeri interi posi^ 
tivi diversi da zero e non superiori a p — 1, della congruetiza 

ti + i2 + -.. + «n + A = (mod p — 1). 

Basterà applicare le considerazioni del num. precedente alle con- 
gruenze 

aj + flfi^O, a?+at^O,...,a: + an^O (mod p). 

In ultimo osserviamo che il numero delle soluzioni multiple di 
ordine m di una congruenza f(x)^0 (mod p), si può ottenere deter- 
minando con la formula (12) prima il numero Nm-i delle soluzioni 
comuni alla congruenza data e alle sue derivate sino a quella di 
ordine m — 1, poi il numero Nm delle soluzioni comuni alla congruenza 
data e alle sue derivate sino a quella d'ordine m. La differenza 

sarà uguale al numero delle soluzioni multiple d'ordine m della con- 
gruenza data. 

M. Cipolla 

Palenno, 



SOLLA PBOPRIETÀ ASSOCIATIVA DELL'ADDIZIONE 



1. Nell'otti mo trattato di Aritmetica del prof. P. Gazzaniga nella dimo- 
strazione della proprietà associativa dell'addizione : (a '\- h) -\- e = a -\- {b + e) 
vi è una menda che va notata. Premesse cinque proposizioni fondamentali e la 
definizione dell'addizione: a-\-l = a^: a-\-Xn-={a-\-x\ e la proprietà se a = 6, 
a-fc = 6-Hc e viceversa passa alla dimostrazione della proprietà associativa 
che qui riproduco: 

!• Per la legge di formazione della somma, qualunque siano a e b 

fl + (ò + 1) = (a + ò) + 1. 
2* Sia per ipotesi a + ib + x) = {a + b) -f ac, si avrà 
a -\- {b + Xt) = (rt -f- &} + d:v; 



difatti 



a + (ò + X.) = a -h (ò + a"). = [a + (^ + ^')1« • 
(ai-b) + x. = [{a + b) + x\ . 
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Vi è da osservare 

1<*. Come è lecito stabilire a + (6 + 1) = (a -f- ò) + 1 ? La legge di forma- 
zione della somma ci dà 

6+1 = 0.; (a + 6) + 1 = (a + 6).; 
a + 6. = (a + 6). = (a -h 6) -h 1 ; 

per concludere che a + (6 + 1) = (a -h 6) -|- 1 bisogna ammettere che 

a + 6. = a + (6-1-1) 

ovvero, poiché 6, = 6 + 1, la proposizione, se c = dj a + e = a + rf. 

2^. Il passaggio 

a + (6 + ir.) = a + (ò + x\ 

implica la stessa proposizione poiché dalla definizione dell'addizione si ha ap- 
punto 6 + a?, = (6 + se). . 

Nella dimostrazione del Peano (v. Aritmetica generale p. 10, 2) che in 
sostanza é identica a quella riportata dal Gazzaniga vi è da fare la stessa 
osservazione: In sostanza la dimostrazione della proprietà associativa del- 
l'addizione presuppone nota la proposizione: se a = 6, e + a = c + b. 

Ora posto il sistema di proposizioni fondamentali del Peano (A.G. p.8; 1, 1-5) 

Ìe le proporzioni generali sull'eguaglianza (A. G. p. 4; 4, 8.4), e cioè se x = y, 
ogni classe di numeri che contiene ar, contiene y la dimostrazione della pro- 
posizione precedente é analoga a quella della proposizione se a = 6, a + e = 
= 6 + e e non porta difficoltà. 
f Ma volendo attenersi al solo sistema di proposizioni del Gazzaniga, me- 

diante le quali l'uguaglianza aritmetica è definita soltanto in base alle se- 
I guenti proprietà: 

I 1'. a = ò, a = 6 è equivalente & b = a, se a = b e b = e è a = e; 

2' a = ò è equivalente ad a, = 6, ; 
3' principio d'induzione; 
1 la cosa cambia, perchè sembra che la dimostrazione della suddetta proposi- 

zione presupponga appunto la proprietà associativa dell'addizione. Però si 
I può pervenire a dimostrare la suddetta proprietà associativa senza l'intro- 

!' duzione del concetto di classe ed è questo che ci proponiamo di fare. Prima 

però vogliamo pervenire mediante opportune definizioni ad una forma pura- 
mente aritmetica del principio d'induzione. 

2. Le Pp primitive dell'aritmetica sono le seguenti: 
Pp^ 1 è numero. 
Dich. Il segno 1 si legge uno. 
Pp*. Se a è numero, «. è numero. 
I Dich. Il segno a. si legge successivo di a. 

i Pp^ Se a é numero, 1 non è a. . 

! Df *. Il segno = si legge uguale, e la scrittura a=sb uguaglianza aritmetica 

I ae a e b sono numeri. L'uguaglianza aritmetica é definita oltre che dalle tre 

. proprietà riflessiva, simmetrica, transitiva dalle 2 ultime Pp. primitive: 

j Pp*. Se, essendo a, b numeri, a = 6, é a. = 6. e viceversa, 

j Df '. Se su più numeri a^bj e,, . , si eseguiscono in un certo ordine delle 

'^ operazioni aritmetiche ben definite, si ottiene una scrittura in cui compaiono 

; i numeri a, ò, e, ... e i segni delle operazioni eseguite; questa scrittura si 

j! dice espressione aritmetica, 

! 

i 

l 
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Df '. 8e, eseguendo su più numeri a, &, e, . . . in un certo ordine delle 
operazioni aritmetiche ben definite, si ottiene un numero d e se su questo 
numero con altri, si abbiano da eseguire delle operazioni aritmetiche, il nu- 
mero d si può rappresentare scrivendo l'espressione aritmetica corrispondente 
fra parentesi; la nuova scrittura che cosi si ottiene si dice anche espressione 
aritmetica, 

Df ^. Se sui numeri che compaiono in una espressione aritmetica eseguendo 
le operazioni indicate si ottiene un numero, questo si dice corrispondente alla 
espressione aritmetica. 

Pp*. Se a più espressioni aritmetiche corrispondono numeri e questi sono 
uguali quando e è 1, e se supposto che ciò avvenga qualora e è x, si dimostri 
avvenire quando e h x^^ alle espressioni aritmetiche corrispondono numeri 
e questi sono uguali, qualunque numero sia e. 

OssERVAZiONB. — Da questa Pp. consegue in particolare che per poter 
asserire che a una espressione aritmetica corrisponde un numero, qualunque 
numero sia e si deve in primo luogo verificare che ciò avviene se e è 1, e 
in secondo luogo supposto ciò vero se e è a:r si deve dimostrarlo se e è a;.. 

!• Operazione Aritmetica - Addizione. 

Il segno dell'addizione è -f ^ si legge più. 

L'addizione è definita dalle due Pp. 

a + l = a. a) a + x. = (a 4- ce),. p) 

Teorema 1. — /S'è a e e sono numeri, àWespressione aritmetica a -|- e cor- 
risponde un numero. 

Dm. Per la a) ad a + 1 corrisponde il numero a. e se a + a: è numero 
per le p) ad a -|- ar, corrisponde il numero (a + x)t , quindi il Teorema è vero 
(Pp*. Oss.) 

Teorema 2. — Se a = b, a -|- e = b + e, e viceversa. 

Dm. Se e è 1, a + l = a«, 6-j-l = 6. quindi (Pp*.) se a=6, a -|- 1 = 6 + 1, 
e viceversa. 

Supposto, se a = 6, a-i-a: = 6H-jc e viceversa, poiché a -f a?, = (a + a?), 
6 -h ar. = (& + x\ [3)] sarà (Pp*.) se a = 6, a + x. = ò -f a?, e viceversa. Quindi 
ecc. (Pp».) 

Teorema 3. — l + a = a + l = a8. 

Dm. Se a = 1, 1 -f 1 = 1, [Df. a)]. Supposto l-|-a; = a;4-l = a!B, poiché 
1 + x. = (1 + X). = (aj + 1). (Ip. e Pp*), 
ar. + 1 = (a? + 1) + 1 = (X + 1), [Df. a), T. 2] 

sarà 1 + a:. = ar. + 1. Quindi ecc. (Pp*.) 

Corollario. — Se a = 6, 1 -f a = 1 + &. (T. 3, T. 2). 
Teorema 4. — (a + b) + e = a + (b + e). 

Dich. Pel Teor. 1, alle espressioni aritmetiche (a + 6) + e, a -|- (6 + e) 
corrispondono numeri, di più queste sono uguali. 

Dm. Se a è 1; (1 + 6) -f e = 1 -f (6 + e). Difatti, se e è 1: 
(l + &) + l=(l + ò). [Df. a)], 
1 + (6 + 1) = 1 -h 6. [Df. a), T. 3, Cor.] = (1 + 6) [Df. ?)], 
quindi (l + 6) + 1 = 1 + (6 + 1). 

Supposto (1 + 6) + a; = 1 + (6 -h a?), poiché 

(1 + 6) + X, = [(1 + 5) + x\ [Df. P)l =[! + (& + x)\ (Ip. e Pp*.) 
1 + (6 -f .r;) - [1 -I- (ò + ..^)V [Di: p T. W Cor] = [1 + <t- -^ .r)], [Df: ^)1 
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sarà: 1 -|- (6 -|- ar.) = (1 + 6) + ac. , quindi ecc. (Pp*.) Segue che se a è 1, 
(l+6) + c = l-|-(& + c). 
Supposto (ac + 6) + e = a: + (6 + e) sarà: 

x.-|-(6 + c) = (a: + l) + (6-|-c)[Df. a), T. 2] = 

= (1 + ce) -h (ò + e) (T. 3, T. 2) = 1 -f [a: -h (6 -h e)] (caso precedente) = 

= 1 + [(x + 6) + e] (Ip. T. 3, Cor.) = [1 + (ac -h 6)] + e (caso precedente) = 

= [(1 + x) -h 6] + e (caso prec. e T. 2) =^ (x, -^ b) -\- e (T. 3 e T. 2), 

quindi ecc. (Pp*.) 

Corollario. — a + (e + 1) = a + e. . 

Dm. a -f (e + 1 ) = (a 4- e) 4- 1 = (a + e). = a -h e. . 

Teorbma 6. — a + 6 = 6-fa. 

Dm. Se a è 1, 1 + 6 = 6 -f 1 (T. 3). Supposto x + b = b + x sarà: 

x^-^b = {l+x)-^b=l+{x + b)=l + ib + x) = {b + x) + l = b'^Xn. 

F. Saverio Palmieri 
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04I0» Dimostrare che per — 9<C.x<C.p è 



i=o i + 1 
• Ci 



aJ+» = 






i=o i + 1 



r*+> 



rifi = 



, arctg , 

V4ac — b* \4ac — ^* 



4fl(? — 6*>0 



4rt<? - 6* : 



1=0 » -h i "^ à -\- 2cx 

dove p è, in valore assoluto, la più piccola fra le radici — xi , — X2 di a + bx -|- 
+ ex* = ed inoltre 



Cl = 



J :r.*-J 



j=o ari-* ara 

Risoluzione dei sig. G. Pasta, R. U. di Palermo. 

Ricordiamo che (') 



r ^3- _ 2 

J a -\- bx -\- ex'* b -\- *^i'X ' 



Ciò pr>sto, si lia 



— arctg - 



rt h hx -f t'^^ ^ e (j^ + j'i) 1j^ + j-'>ì 



R. OCCHIPINTI. 

se Aac — fe* = 0, 

se 4(ic — 6* >> 0, 

se 4ac — ò* <C 0. 



(I V, id «4. OflCAH SctU-dftiLiU, (/l»WHfr«/^i«t'A ^ìm tf^MiJlftin d^r hòìttrm Àtuttff^i», £Wfi4»r T«tl, 
pag. n. 
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quindi 

e, per la nota formula dello sviluppo in serie del binomio della forma (1 + xY*^, 
dupposto I — I <1, ( — 1 <1, ossia |— j <1, dove p ha il significato dichiarato 
nell'enunciato della quistione, si ha 

1 ^ 

a -H 6x -j- ex* 

Le due serie scritte a destra moltiplicate danno una serie il cui termine ge- 
nerale è 



dunque 



^.=(_i,.(l..+_J_ + _i_+...+i,)^. 



— p^ 5 = S CnX\ 



Moltiplicando per dx ed integrando fra ed x si ottiene 

dx . <?i . . Ci . . * Ci 



■A 



i ^ t t ^ SI 



ilo i + 1 



a^+\ 



e. V. d. 



i -{- bx -\- ex* 

OssBBVAzioNB. — La formula dimostrata può dar luogo ad innumerevoli iden- 
tità, parti colarizzan do i coefficienti a, b, e. Per es.: per a=sl, & = — 2, e=l 
di ha — xi = — ara = 1, e quindi 

Ci 



^« = (-l)n(n + l) e 

Per la formula dimostrata si ha dunque 
1 + a? -J- a?« -J- . . . = 



i«o* + l 



a:*+^ = S a:*. 



2 ^ 1 
— 2-h2a:""l — ar' 



ohe è la nota formula che dà lo sviluppo della serie geometrica convergente as- 
solutamente per I a; i < 1. 
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Seguono una noU sugi' integrali multipli ed una memoria * sopra alcune rela» 
zioni modulari , pubblicate dal 1864 al 1868 nei Rendiconti ed Atti della R. Acca- 
demia di Napoli; altri lavori pubblicati negli Atti della R. Accademia di Torino, 
nel giornale di Napoli, nel volume Collectanea mathematica in memoriam Dominici 
Chelinif ecc. 

II volume termina con 17 comunicazioni pubblicate nei Compies Rendus dea 
ftéances de TAcadémie dea Sciences, dal 1858 al 1877 relative principalmeote alle 
funzioni ellittiche ed abeliane. 

PiONCHON. — Principes et formules de trigonometrie rectiligne et sphé- 
rique. Bibliothèqne de l'élève ingénieur. Grenoble, Grathier etRey. 
Paris, Gauthier-Villars, 1906. 

L'autore nella prefazione dichiara che questo libro non è né un'opera scola- 
stica nò un'opera scientifica per i matematici, ma solo * una specie di Memento 
ragionato dei principali imprestiti che, per i bisogni dello studio e della pratica 
delle scienze applicate, l'allievo ingegnere può esser condotto a fare ai princìpi 
e alle formule della trigonometria rettilinea e sferica ,.. Per queste ragioni il libro 
ha potuto trovare posto nella Biblioteca dell'allievo ingegnere. 

In esso oltre alle formule trigonometriche ordinarie si trovano le deriyate • 
gl'integrali relativi alle funzioni circolari. 

LucAS DE Peslouan, — N. H. Abel. Sa vie et sofi oeuvre. Paris, Gau- 
tbier-Villars, 1906. 

In nno degli eleganti volumi della bella collezione iniziata dal Naud e con- 
tinuata dal Gauthier-Villars, l'autore ha narrato con stile facile ed attraente le 
vicende della breve e travagliata esistenza del grande matematico norvegiano, ed 
ha cercato di far conoscere l'importanza dell'opera scientifica, il valore capitale 
delle scoperte di lui, che, incomprese o quasi dai suoi contemporanei, aprirono una 
nuova via maestra nel campo dell'alta analisi. 

L'opera si compone di quattro capitoli dai seguenti titoli : 

I. — Cristiania ' Gioventù (1802-25). 

II. — // viaggio (1825-27). 

in. — Ultimi anni (1827-1829). 

IV. — Alcune riflessioni a proposilo di Abel, 

Abel nacque a Fin5 piccola isola al Sud-Ovest della Norvegia, dove il padre 
Giorgio, era pastore protestante. 

Quando aveva un anno, il padre fu trasferito alla cura importante di Gjerre-' 
stad sul Golfo di Cristiania, dove la famiglia numerosa passò alcuni anni felici 
e molti tristi, essendo scoppiata nel 1807 la seconda guerra coli 'Inghilterra che 
ridusse il paese all'estrema miseria. Nel 1815 Abel entrò nella Scuola Cattedrale 
di Cristiania, dove parve sulle prime uno scolaro mediocre, finché dopo tre anni un 
giovane professore, Holmbo6, succeduto ad altro vecchio e semibarbaro, si acquista 
l'affetto di Abel, no intuisce il genio e lo invoglia allo studio delle matematiche. 
Alla fine del 1818 HolmboS scriveva del suo allievo: * È un genio rimarchevole ,, 
e un anno dopo: * Diventerà, se vive, un gran matematico , anzi attraverso alle 
cancellature si legge che originariamente era scritto: * il più gran matematico 
del mondo «. 

Nel 1820 muore il padre, e la famiglia cade nella più estrema miseria. Ma, 
mereè l'opera affettuosa di Holmbo€, Niels-Enrico è nel 1821 inscritto all'Univer- 
sità, dove in mezzo agli stenti, attenuati dagli aiuti di Holmboé e di un altro suo 
professore, l'Hansteen, cominciò a produrre molti lavori che contengono i primi 
germi delle teorie che resero poi illustre il suo nome,' ma che furono pubblicati 
solo nel 1839. Fra questi lavori però sembra che egli annettesse importanza solo 
a quello sull'equazione di 5^ grado. 

Tutto questo forma argomento del I capitolo dell'opera. Il II capitolo narra 
le vicende del viaggio che egli fece dal 1825 al 1827, mercè il sussidio del go- 
verno Norvegiano, attraverso l'Europa per conoscere i maggiori matematici del 
tempo. 
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L'episodio più felice di questo viaggio fu 1* amicizia di Leopoldo Creile, a 
Berliuo, che divenne da quell'epoca suo protettore e editore. Le due mete più impor- 
tanti del viaggio di Abel dovevano essere Gottinga, dove contava conoscere per- 
sonalmente il sommo Gauss, e Parigi. 

Ma, siccome gli era stato riferito, die quando ricevè la sua memoria sulla im- 
possibilità di risolvere l'equazione di 5^ grado, Gauss aveva esclamato: * ancora 
uno di questi errori ,, non osò mai presentarsi solo, ed essendo sfumato il pro- 
getto di andarvi accompagnato da Creile, tornò in Norvegia, senza passare da 
Gottinga. A Parigi, ove giunse con grande entusiasmo nel Luglio 1826 conobbe 
i matematici più insigni dell'epoca, ma non fu probabilmente apprezzato al suo 
giusto valore. 

'*' lo non amo il francese quanto il tedesco (così scriveva all'amico Holmbo€): 
il francese è estremamente riservato riguardo ai forestieri; è difficile arrivare a 
relazioni intime con lui, e non oso sperare di giungervi. Ciascuno lavora a parte 
senza occuparsi degli altri. Tutti vogliono istruire e nessuno vuole imparare. 
L'egoismo più assoluto regna su tutto ,. 

Ed ecco il suo giudizio sui maggiori matematici francesi: * Legendre è un uomo 
estremamente amabile, ma vecchio come le pietre... Cauehy è matto e non c'è 
Biente da fare con lui, benché sia il matematico, che meglio sappia come si devono 
trattare le Matematiche . . . Laplace è molto piccolo, ma ha il difetto che il dia- 
volo zoppo rimprovera a Zambullo, vale a dire la cattiva abitudine di tagliar la 
lingua alla gente . . . Poisson è un omino con una graziosa pancetta. Porta il suo 
corpo con dignità. Fouvier è lo stesso. Lacroix è spaventevolmente calvo e molto 
vecchio ,. 

11 suo breve passaggio in Italia non ha svegliato in lui curiosità artistiche o 
storiche. Padova, dice, è una città orribile, Verona non ha di rimarchevole che 
l'Arena; solo Venezia gì' ispirò qualche frase. 

Verso la metà di Maggio rientrava in Norvegia dopo 20 mesi d'assenza * po- 
vero di denaro, ricco di conoscenze, ma senza avere ottenuto in Europa la minima 
consacrazione ufficiale del suo genio ,. 

11 terzo capitolo narra degli altri due anni della sua vita passati lottando 
colla miseria confortata dal miraggio di una cattedra alla Università di Cristiania 
a quella di Berlino, che non doveva avere giammai. 

L'episodio più saliente di questo periodo è questo. Jacobi aveva pubblicato 
negli * Annales de Schumacher , la dimostrazione di un teorema relativo alla 
trasformazione delle funzioni ellittiche. 

Abely che aveva l'abitudine di pubblicare sempre una piccola parte delle sue 
scoperte, provò, leggendo la memoria d'Jacobi, un'emozione vivissima, * fatta senza 
dubbio di gelosia e di collera, forse anche del timore di essere preceduto; mala 
sua inquietudine dovette cedere ad un movimento d'orgoglio, quando vide con quale 
timidezza Jacobi aveva impiegato l'inversione. Essa non era per lui che un mezzo 
e non una idea direttrice ,. 

Ed allora in pochissimi giorni scrisse l'ammirabile e orgogliosa memoria So- 
luzione d'un problema generale concernente la trasformazione delle funzioni elittiche 
Pochi giorni dopo scriveva ad Holmbo6: * La mia esecuzione di Jacobi è stam- 
pata; ne preparo un'altra che deve partire ,. 

Il 19 decembre 1828, recandosi con un freddo intenso da Cristiania a Froland 
dove si trovava la sua fidanzata Cristina Eemp, prese una bronchite che, conver- 
titasi ben presto in una tisi terribile, lo condusse il 6 aprile 1829 alla tomba. 

Il quarto capitolo contiene interessanti considerazioni sulle opere scientifiche 
di Abel e sulle cause per le quali egli fu così lungamente incompreso e non ap- 
prezzato al suo giusto valore. 

Siamo sicuri che quanti s'interessano agli studi matematici leggerano col 
più vivo piacere questo libro, di cui abbiamo voluto dare un resoconto molto 
sommario. 

E. 

■ é ' 
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II 9 Luglio è morto a Parigi all'età di 64 anni il valente mate- 
matico 

Gastone Alberto Gohierre de Longchamps. 

Egli era ben noto ai cultori della matematica per la sua abbon- 
dante e varia produzione scientìfica, ed in particolare ai lettori del 
Penodico di matematica e del Supplemento, per gli articoli e quistioni 
che sono stati frequentemente pubblicati in questi giornali. 

Parleremo piìi diffusamente dell'opera scientifica e didattica di lui 
nel prossimo numero; oggi, addolorati dalla perdita di un prezioso 
collaboratore, ci limitiamo ad inviare sincere condoglianze alla vedova 
ed ai figli. 



Mentre il presente fascicolo stava per vedere la luce, ci giunge 
la dolorosa notizia della morte del 

Prof. DAVIDE BESSO 

avvenuta in una villa a Frascati dopo lunga e penosa malattia. 

Sebbene non avesse che 61 anni, egli si era già da molto tempo 
ritirato dall'esercizio della professione, dopo avere consacrato una 
ventina dei migliori anni della sua vita airinsegnamento delle mate- 
matiche nell'istituto tecnico di Roma, e successivamente pochi anni 
all'insegnamento del Calcolo nell'Università di Modena. Le centinaia 
e centinaia di scolari suoi, sparsi ormai per tutta l'Italia, hanno con- 
servato indelebile il ricordo di lui, come d'insegnante altrettanto 
valente e dotto, quanto diligente e scrupoloso nell'osservanza dei 
propri doveri. 

Coloro che ebbero la fortuna di conoscerlo intimamente, hanno 
sempre ammirata la dolcezza e la bontà dell'animo suo, sempre sol- 
lecito, per un nobile sentimento altruistico, a soccorrere tutte le mi- 
serie umane, nulla curandosi di se stesso, se non per tormentarni 
assiduamente con mille rimproveri per tutto ciò che di bello e di 
buono non aveva fatto e avrebbe voluto fare. 

Di questa bontà ha dato prova anche nel suo testamento legando 
24 mila lire a favore di istituzioni di beneficenza della sua Trieste.r 

Il Periodico di matematica, che egli fondò e diresse con grande 
amore per alcuni anni, invia alla sua tomba un reverente saluto^ 
riservandosi di parlare della sua vita e della sua opera scientifica. 

G. L. 
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La sera del 12 setiiembre ii. s. telegrammi da Torre Annunziata, 

la i[idii9triosa città del golfo dì Napoli, aiiiiunziavano a tutta Italia 
che Ernesto Cesar» ed un tìglio, Manlio, di 17 anni erano morti 
annegati nel golfo, per essersi avventurati a fare il bagno col mare 
tempestoso. Questa tragica scena si era svolta con la rapidità del 
baleno. L'illustre scienziato» secondo la sua abitudine, dopo avere 
lavorato tutta la mattina nel suo studio, si era recato nel pomeriggio 
a fare il bagno assieme alla moglie ed ai suoi otto figli. Mai come 
quel giorno egli era stato cosi sano e lieto. Trovato il mare forte- 
mente agitato da Dnde furiose, ed avvertito dai bagnini che si correva 
riscbio a scender nelTacqua, egli accondiscese a non bagnarsi che 
coi soli quattro tigli maschi più grandi. Prima che egli fosse pronto, 
già i figli erano nell'acqua; ma i due maggiori, vistisi a mal partito 
risalirono subito; degli altri due, uno ebbe la sventura di essere tra- 
scinato dalla furia delle onde lontano dal camerino e disperatamente 
cominciò a chiamare aiuto, II padie, che ancora non era sceso nel- 
l'acqua, a tali grida ebbe uno schianto, e per precipitarsi in aiuto 
del figlio, cadde sulla scala ferendosi mortalmente alla sinistra del 
petto e alla testa. Più che scendere scivolò nell'acqua, sì agitò per 
poco, ma già rantolava. I marinai accorsi, con pericolo delta vita, lo 
ritrassero a riva, ove egli spirava subito dopo; il cadavere del figlio 
inghiottito dal furore delle onde non fu ritrovato che il giorno dopo. 
Ed ecco in un attimo strappato dal fato tragico alla stella d'Italia 
ono dei suoi più fulgidi raggi, alla numerosa famiglia, inconsciente 
della sua sorte futura, l'unico suo sostegno. 

Non è qui il luogo, né in poco tempo si può presumere, di poter 
scrivere di Ernesto Cesaho una biografia degna dell'alta rinomanza 
da lui acquistata e del contributo che egli ha dato alla scienza. 
Io dirò di lui le impressioni che mi agitano il cuore ed il cervello, 
cercando di rannodare i ricordi che mi sono rimasti nella mente dai 
discorsi e dalle confidenze che egli faceva con me nei tanti anni che 
gli sono stato a fianco, e le poche notizie che a voce ho potuto rac- 
cogliere dalle persone che lo hanno conosciuto da giovane. 

Ernesto Cesàbo nacque a Napoli, nel palazzo del principe di Fondi 
a Via Medina, il 12 marzo 1859, dalla seconda moglie Fortunata Nun- 
ziante del padre Luigi, un vecchio liberale e ricco agricoltore di 
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Torre Annunziata, un precursore del]' introduzione delle macchine 
agmrie. La sua fanciullezza passò in floridissime condizioni finanziarie: 
fu educato in buona parte nel Convitto nazionale Y.E. di Napoli; e fece 
brillantemente gli studi tino alla 4* ginnasiale. Ma, senza aver presa 
ancora la licenza ginnasiale, il padre lo inviò nel Belgio presso il fra- 
tello Giuseppe (ora illustre scienziato e vanto d'Italia e del Belgio) a 
Liége, affinché studiasse per divenire ingegnere delle miniere. Prepa- 
rato dal fratello si accinse a superare gli esami di ammissione all'Uni- 
versità di Liége e vi fu ammesso con splendido risultato. Ben presto 
l'amore delle scienze matematiche lo deviò dallo scopo che voleva rag- 
giungere, e la perizia che in esse acquistò gli fece guadagnare la sim- 
patia e la protezione di Gatalan e di Nbubbrg. Durante il suo studen- 
tato un rovescio di fortuna del padre, che mori il 29 luglio 1879, mise 
lui e tutta la famiglia in condizioni finanziarie difficili, e cominciò per 
lui la lotta fra lo studio e le privazioni. Vagò fra Liége e Torre An- 
nunziata, stette un anno a Parigi, ed ivi conquistò l'ammirazione di 
Hbrmite, poi ritornò in Italia, si ammogliò il 27 settembre 1882 con An- 
gela Cesare sua nipote, ritornò a Liége, e nel frattempo, per le insi- 
stenti raccomandazioni di Catalan e di Hermite, molte persone s'inte- 
ressarono a luì, per raccomandarlo ai Ministri italiani della pubblica 
Istruzione, affinché non avessero permesso che il suo ingegno, che 
già aveva dato prove con memorie di valore, si sciupasse in lavori 
ingrati e non proficui alla scienza. 

* Saluez-moi mon prodigienx élève , scriveva Catalan a Siacci; 
ed al Cremona il 13 giugno 1882 scriveva: '^ Il y a un mois, sana 
eonnattre Oauss, Cesàbo a inventé une définition de la fonction T dif- 
ferent de celle de Gauss, mais qui s'accorde avec celle-ci. Ce jeune 
hommej s*il vit sera un très-grand geometre „. Il Ministro De Sanctis, 
mandatolo a chiamare gli diceva: ' Mi hanno attestato che tu sarai 
una stella di prima grandezza, e siccome l'Italia di queste stelle 
abbisogna, io ti darò quel che ti occorre per continuare i tuoi studi „. 

Nel settembre dell'anno 1883 ritornò definitivamente da Liége a 
Torre Annunziata con la moglie e una bambina di pochi mesi. In 
quell'anno stesso col valido appoggio di Cremona e di Dino aveva 
ottenuto dal Municipio dì Torre Annunziata (fenice dei municipii ita- 
liani un assegno per continuare i suoi studi a Liége, che poi gli fu 
confermato per l'Università di Roma, ove fu inscritto al 4* anna della 
facoltà matematica. Frequentò i corsi nell'anno 1883-84, e completò 
la sua educazione matematica. Egli stesso diceva che poco aveva 
imparato all'estero a confronto di quello che imparò a Roma in quel- 
l'anno. Si ritirò alla fine dell'anno a Torre per preparare la sua tesi 
di laurea, e vi rimase invece tutto l'anno seguente a produrre memorie 
scientifiche l'una appresso alle altre. 

Nell'anno 1886 avvenne un caso favorevole, si misero a concorso 
un gran numero di cattedre di matematiche delle nostre università, 
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euclidea, e la teoria matematica del calore, e la teoria asintotica dei nu- 
meri, e le lezioni buW idrodinamica, e sugli altri numerosi corsi trat- 
tati da lui, 86 la morte non l'avesse crudelmente rapito alla scienza 
ed alla fortuna d'Italia. 

Il suo valore di maestro valicò presto la frontiera, e la Germania 
si affrettò a chiedere di pubblicare in tedesco le sue opere; ed egli 
offrì la seconda edizione della geometria intrinseca, (') e poi i suoi corsi 
rifatti e fusi insieme di analisi algebrica e di calcolo infinitesimale. {*) 

Nell'insegnamento egli mirava a porre le basi solidissime e con 
la massima economia di parole, e nello stesso tempo di fare del suo 
corso, un corso pratico, un corso di esercizi sopratutto, ma dove ogni 
esercizio avesse la sua ragione di esserci, per le applicazioni che se 
ne dovessero fare durante la trattazione o nelle matematiche supe- 
riori. Una sua caratteristica era di bandire i metodi generali: egli 
cercava per ogni esercizio la più semplice via per pervenire; gli ar- 
tifizi erano le sue risorse inesauribili. E se l'aveva a male quando 
si diceva che il suo corso era teorico, perchè era tutto opposto il fine 
che egli aveva voluto raggiungere, ed era convinto di averlo raggiunto. 

Dare ora una pallida idea della sua enorme produzione scientifica 
è quasi impossibile: egli stesso non sapeva formulare un elenco di 
tutti i suoi scritti, ne conservava tutte le sue produzioni. E quando, 
dopo tante esitazioni, egli fissò di presentarsi all'ultimo concorso per 
il premio reale delle matematiche (che non ancora è stato aggiudicato), 
egli andò chiedendo a me e ad altri suoi amici una copia delle sue 
pubblicazioni, che gli mancavano completamente. 

Quello che egli stesso ha indicato come primo suo lavoro porta 
la data di Liége, 1881, e lo pubblicò nel 1885, per dedicarlo a Cremona; 
esso è intitolato: Forme poliedriche regolari e semiregolari in tutti gli 
spazi. Un altro lavoro del 1882, di 350 pagine, è intitolato Diverses 
guestions arithmétiques ed è inserito nei " Mémoires de la Soc. Scient. 
de Liége „. Poi seguirono, nel 1884, 4 lavori pubblicati nel '^ Giornale 
di Battagliui „, e 4 altri nelle " Nonvelie Annales de MaUiérnatique ^ 
Nel 1835 crebbtì oltremodo la stm proiiuzione, poiché pubblicò 9 me- 
morie negli ''Annali di Brioschi ^, che egli riunì in un solo libro in- 
titolato: Kjscurstons urUhmitìques à l'in fi ni per dedicarlo al prof, Dino; 
3 altre nel "* Giornale di Battagliui „» e 9 altre nelle * Nouv. Ann, de 
Math „, Nel 1886 pubblicò due lavori tiegii "Annali di Brioschi „; uno 
fra i * Mérn, Coun dea Sav. élv. de Bruxelles ^; 9 altri nelle *" Nouv. 
Ann. de Math. «. Mi limito a questo cenno per dare un'idea di una 
parte di ciò che egli aveva prodotto prima di presentarsi ai concorsi 
del 1886, E sempre poi ha proseguito coji la stessa attività, com- 
pensando con la intensità e la profondità delle rìcercbe^ quel cbe 
risparmiava nel numero. 

{ij r9ri*9tmp*ft ab4r natUrU^k* QMmtttt^, dsntBOhe ÀTiH^iibs t. Dr, Q. Ko^aletrakl. Lsfpdf. IWL 
CO ZtMr^tuih dtr tlgÉÒfoinhm Anatptt*, dttstoolio Au«ei&& ¥. Dr. 0. KawtkWiki. Lftlpdgr IML 
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Ma di ciò, ripeto, occorre parlare con più calma dopo accurato 
studio e le più scrupolose indagini. 

La sua numerosa figliuolanza lo teneva in continue preoccupazioni 
finanziarie, ed egli, vedendo che in Italia, per uno scienziato puro, non 
era da sperare una posizione adeguata ai suoi bisogni, tentò di ab- 
bandonare la patria sua; e se ciò non ebbe luogo, fu per le grandi 
insistenze che la Facoltà di Napoli fece presso i Ministri per fargli 
aumentare il compenso dell'incarico, che soltanto nel 1899 fu elevato 
al massimo di L. 3500. Una volta fu sul punto di andarsene nel Belgio, 
ma la sua grande aspirazione era l'America, e per questo scopo aveva 
studiato con perseveranza l'inglese, per parecchi anni, e si era per- 
fezionato alla più squisita pronunzia. 

In questi ultimi anni si era annoiato di insegnar Calcolo; la sua 
mente cercava nuova esca e nuove difBcoltà da superare, e voleva 
insegnare Meccanica. Per questo motivo chiese di essere trasferito a 
Bologna, e la Facoltà di queìVahna mater degli studi accolse ad una- 
nimità il suo desiderio e si preparava a fargli festose accoglienze. 
Ma il tragico fato ha impedito che la scienza italiana potesse con- 
tinuare a raccogliere la ricca e valorosa produzione di un genio ma- 
tematico tanto fertile e tanto profondo, e l'Italia ha ora il dovere 
di pensare alla famiglia disgraziata e di onorare degnamente la me- 
morìa del grande Uomo. 

F. Amodeo. 



GASTONE GOHIERRE DE LONGCHAMPS. 



Nel fascicolo precedente abbiam dato il triste annunzio della morte 
del chiaro matematico, francese De Longchamps, assai noto ai nostri 
lettori, poiché da vari anni collaborava al " Periodico di Matematica , 
e al " Supplemento al Periodico di Matematica „. 

Il Periodico ha pubblicato due suoi articoli, cioè: La geometria 
dei triangoli (Serie II, Voi. II. Annata XV, 1900, pag. 112-118). Nota 
relativa a quella del D,' Giulio Card oso- Laynes, Sopra una trasforma^ 
zione delle curve piane (Serie III, Voi, I, Annata XIX^ 1904. p, 241-242). 

Il primo di questi e aasai iute resinante, poiché scliìude la via a 
nuove ricerche in un campo che ha qualche analogia colla oramai 
uoiìBBìmB. geoìneiria del triangolo^ sebbene sia da questa ben distinta. 
La geomelria dei triangoli infatti si propone lo studio di triangoli 
singolari, i cui elementi cioè veriticliirio urta data relazione algebrica^ 
mentre la geomelria del triangolo si propone Io studio di proprietà 
comuni a tutti i triangoli. 
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Assai più spesso il nome di De Longchamps o il suo pseudonimo 
Elgé è comparso nel Supplemento come apparisce dal seguente pro- 
spetto: 

Anno IL Fase. 5, Quisi 11* a concorso; Fase. 8-9, Sulla 9* quiat a con- 
corso (Eloé). 

, III. , 1, , 198-199; Fase. 2, Qaist. 212. 

, IV. • 7, , 29* a concorso. 

« y, . 1, La media ed estrema ragione e la aerie di Fibonacci; Fase. 6, 
Sai radicali sovrapposti; Fase. 7, Qaist 88* a 
concorso. 

. VI, . 5, Qaist. 494. 

, VII, . 1, , 48* a concorso; Fase. 8-9, Qoist. 614 (Eloé). 

, YIII, , 2, . 57* a concorso; Fase. 8, Qoist 62* a concorso. 

, IX, , 2, , 65* a concorso. 

Parecchie di queste qnistioni collegantisi alla geometria dei trian- 
goli ad argomenti affini sono assai interessanti. 

Ed ora che all'opera sua è stato scritto la parola fine, paghiamo 
il nostro tributo di stima ed amicizia, dando su questo giornale, al 
quale egli era sinceramente a£fezionato, brevi e sommarie notizie sulla 
sua vita e sulle sue opere. 

Gastone Alberto Gohierbe de Lonochahps nacque il V marzo 1842 
ad Alenfon da buona famiglia d'origine borgognona. Rovesci di for- 
tuna costrinsero i suoi genitori a separai^si da lui, quando aveva solo 
nove anni e ad inviarlo in un liceo di provincia per il quale aveva 
ottenuto una borsa di studio. Dopo qualche anno il giovanetto andò 
a Parigi, e continuò gli studi nei licei Garlomagno e Luigi il Grande, 
ove si fece notare per la sua intelligenza e la sua attitudine alle ma- 
tematiche, che gli valsero vari premi al Concorso generale. Entrò 
nella Scuola normale superiore nel 1868, e fu nominato professore nel 
liceo di Mont de Marsan nel 1866, indi nel 1869 in quello di Poitiers, 
ove la sua carriera venne interrotta dalla grande guerra franco- 
tedesca del 1870. Pieno di coraggio e patriottismo, si arruolò come 
sottotenente nel 10* reggimento artiglieria a Rennes, ove corse rischio 
di morire per febbre cerebrale. Dopo la guerra, riprese la sua cat- 
tedra nel liceo di Poitiers, e fu nominato aggregato di scienze nel- 
l'agosto 1871. Si ammogliò in quella città nello stesso anno, e vi 
rimase quale professore di matematiche speciali fino al 1878. Vi 
si fece notare per le sue brillanti qualità di professore, che gli pro- 
curarono il trasferimento a Parigi, prima al collegio Rollin, poi ai 
liceo Garlomagno, nel 1879, e finalmente al liceo San Luigi, nel 1890, 
dando ovunque prova di grande abilità didattica. Nello stesso tempo 
egli esplicava la sua attività pubblicando numerose note e memorie 
matematiche ed opere didattiche, e dirigendo per molto tempo i due 
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periodici Journal de mathématiques élémentaires e Journal de mathé- 
matiqjues spéciales. 

I suoi meriti scientifici e didattici gli valsero una ben meritata 
fama, e vari titoli onorifici di società ed accademie straniere. Nel 1876 
venne nominato ufficiale d'Accademia, nel 1888, ufficiale della P. I.; 
il 17 marzo 1883, membro della Società Reale delle Scienze di 
Liegi (Belgio); il 30 aprile 1887, membro dell'Accademia delle Scienze 
di Amsterdam (Olanda); il 15 luglio 1888 membro della Società ma- 
tematica di Francia; nel 1889 membro corrispondente della Società 
di scienze di Praga; nel 1892 cavaliere della legion d'onore; il 19 apri- 
le 1894 membro corrispondente dell'Accademia delle Scienze di Li- 
sbona (Portogallo); il 30 agosto 1903, membro della Società di Scienze 
di Guatemala. 

Finalmente dopo 20 anni di un lavoro accanito, prese il suo riposo 
di professore, ed ottenne il posto di esaminatore d'ammissione alla 
Scuola militare di Saint Cyr, ove recò le stesse qualità d'intelligenza, 
di lavoro e di coscienza che lo distinsero per tutta la vita, e gli 
procurarono l'alta stima ed amicizia di tutti coloro che seppero ap- 
prezzarlo. Compì la sua missione d'esaminatore per sei anni, senza 
che niente della sua salute potesse far prevedere il male che stava 
per cofpirlo. Nell'ottobre 1905, dopo il suo ultimo giro d'esami, ri- 
senti i primi sintomi della malattia di fegato di cui non doveva 
guarire, malgrado le core e l'affetto di cui fu circondato dalla sua 
famiglia. 

Languì così vari mesi, e si spense il 9 luglio 1906, conservando 
fino all'ultimo tutta la forza e lucidità della sua mente, portando seco 
il profondo rimpianto di coloro che l'hanno conosciuto ed amato, e 
che ne serberanno sempre cara memoria. 



« * 



Le opere d'indole didattica di G. de Longchamps sono le seguenti, 
tutte edite dal Delagrave di Parigi. 

I. — Cours d'algebre 

1» edizione, un volume in 8° di pag. 670. (1883). 

2^ , campi e lamenta riTatta, di pag. 755, (1839). 

IL — Supptément (all'opera precedante) 

1* ediziane. vn valumo di pag. 172. ll885). 

2* , un vcikme di png. 240. (1890). 

3* , intera me 11 te rifatta, comprendente la trigono me tri a e la mecca- 

mca, un volume di pag. 472. (189^). 

ItL — GémaétrU analytiqu€ à deuz dimensions. Uu volume tìi pag. 536. fl884), 
IV, — Géamétrifi analytique à trois dlmetiìiiotts. Ufi volitine dì ptig. 410. (1884), 
T- — Essai sur ht géométrU de ia règie et de Cétiuevre. Uu voi, dì pag. 366. (1890). 
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VI. — Coura de probUmes de GioméMe anàlytique à Tusage dee candidato à 
rÉcole Navale, à l'École centrale et à l'École Polytechnique: 
Tome I. pag. 295. (1898). 
, li. pag. 435. (1899). 
, III. Géométn'e à trois dimensiona, pag. 582. (1899). 

Tutte 8Ì distinguono per la chiarezza e la lucidità, e per l'abbon- 
danza di applicazioni ed esercizi atti a capirne e illustrarne le teorie. 



* « 

Numerosissime sono le note e memorie pubblicate in vari giornali. 
Molte di esse sono esercizi di algebra o geometria analitica; studi 
su curve speciali, costruzioni relative a curve, ecc., altre sono di indole 
più elevata. 

Ecco l'elenco delle note e memorie di De Longcliamps oltre quelle 
già citate in principio. 

Anno 1866. 

1. Étude de geometrie comparée avec applications aux sections coniques e^ 
aux courbes d'ordre superieur, particulièrement à une famille de courbes da sixième 
ordre et de la quatrième classe. {Nouv. Ann. de mathémat., p. 118 à 128). 

2. Mémoire sur une nouvelle méthode de transformation en geometrie. (Ann* 
seientif. de VÉcole normale supériewe, t. Ili, p. 321 à 342). 

Anno 1877. 

3. Sur les fractions étagées. {Giorn. di matemat. del prof. Battaglini, p. 30). 

4. Sur la décomposition en fncteur premiers des nombres 2** ± 1. {Comptes 
rendns des séances de VAcad. des Sciences de Paris, 19 novembre 1877). 

5. Sur les nombres de Bernouilli. {Ann. seientif. de l'École normale supérieure, 
p. 55 à 80). 

6. Note sur la sèrie karmoiiique. {Nouv. Correspon. mathémat., p. 145). 

7. Note de geometrie. (Idenì, p. 306 à 340). 

8. Note sur l'integration d'une équàtion aux difFérences finies. (Assoc. fran- 
gaise pottr l'avancement des Sciences [Comptes rendns du Congrès du HavreJ), 

9. Sur la surface romaiue de Steiner. (Idem.) 

Anno 1878. 

10. Sur les fonctions Un, Vn de M. Ed. Lucas. (Nouv. Correspon, matem., p. 83). 

11. Théorèmes sur les normales aux coniques à centro. (Idem, p. 279 à 281). 

12. Sur les questions 406, 412. (Idem, p. 390). 

13. Sur le minimum d'une expression à deux variables. {Journal de Mathémat, 
élénientaires, p. 197). 

14. Sur le binòme de Newton. {Nonv. Ann. de mathémat.y p. 101). 

15. Sur les normales aux coniques. {Assoc. francaise pottr l'avancement des 
Sciences. [Comptes rendus du Congrès de Faris], p. 49 à 53). 

Anno 1879. 

16. Sur les concholdales. {Nouv. Correspon. mathémat., p. 145 à 150). 

17. Sur les cubiques unicursales. (Idem, p. 403 à 409). 

18. Sur une limite des racines réelles d'une equation de degré qaelconque. 
{Nouv. Ann. de mathémat.). 



PERIODICO DI MATEMATICA. 57 



Anno 1880. 



19. Recherche des factears commensurables d'une équation de degré quelconque. 
{Journal de Mathémat, élément. et spMales, p. 41 , 70). * 

20. Sur la somme des puissances semblables des n premiers nombres. (Idem, 
p. 92 à 97). 

21. Transversales récìproques et applicatious. (Idem, 272 à 278). 

22. Sur le centro et le rayon de courbure en un point d'une conique. {Nouv^ 
Ann. de mathémat., p. 68 à 71). 

23. Théorème d'algebre. (Idem, p. 71 à 74). 

24. Sur les ìntégrales eulériennes de seconde espòce. {Ann, scieniif, de VÉeole 
normale supérieure, p. 419 à 427). 

25. Sur les fonctions récurrentes du troisième degré. {Assoc. frangaise pour 
Vavancement des Sciences, [Comptes rendus du Congrès de Beims], p. 115 à 118). 

26. Sur les séries récurrentes proprement ditesi et sur un théorème de La- 
grange. (Idem, p. 91 à 96). 

Anno 1881. 

27. Note de geometrie analytique. [Journal de Mathémat. élément, et spéciales), 

28. Sur la sèrie de Taylor. (Idem.) 

29. Résolution géométrique de deiix problèmes du quatrième degré. (Idem.) 

Anno 1882. 

30. Courbes diamétrales et transversales réciproques. (Journal de Mathémat, 
spéciales, p. 25 à 29). 

31. Transformation réciproque. (Idem, p. 49, 77, 97, 121, 145, 193). 

32. Équations quadratiques. (Journal de Mnthéfnat, élément., p. 156 et 169). 

33. Note d'analyse indéterminée. (Idem, p. 193). 

34. Sur les équations réciproques. (Idem.) 

35. Sur les égalités et les inégalités siinultanées. (Idem.) 

Anno 1883. 

36. Résolution algébrique des équations du troisième degré. (Journal de Ma' 
thémat. spéciales, p. 102). 

37. Sur une nouvelle espèce de fractions continues. (Idem, p. 193, 217, 241, 269). 

38. La geometrie récurrente. (Journal de Mnthém, élément., p. 3, 25,49, 73, 121). 

39. Théorème d'arithmétique. (Idem, p. 145). 

40. Note sur l'ellipse. (Idem, p. 193). 

Anno 1884. 

41. Sur une nouvelle espèce de fractions continues. (Journal de Mathémat, 
spéciales, p. 25 à 49). 

42. Sur une mémoire de M. Landry. (Idem, p. 73, 97). 

43. Applications nouvelles des transversales réciproques. (Idem, p. 121, 145). 

44. Sur r hypocycloTide à trois rebronssements. (Idem, p. 169). 

45. Représentation piane des quadriques. (Idem, p. 193, 317, 241, 265). 

46. Sur la moyenne harmonique. [Journal de Mathémat. élément., p. 7, 11). 

47. Bar le proLlèmt* dt* l'ulL UtJein, j». Ih a 20). 

A^^o 1885. 

4S. Sur letj courbes panali Mes f*t i|iielquoa nulres cùuib^.s rciiìarqu^blt^a, {Jonrnul 
de Mathèmai. ^pécùd^g, p. VÌI, 15^. Ì7U, 193. *226, 249, *J69), 

4W lììté^tf itimi d*s cDrittìues .^uili*a réfiurtinÉe.s. {Axuftr, frùn^oì^f pout* /V»Pd«* 
€im€nl dei Seteficn. fCottiptm r^fidun dtt Conr/rt» dt GretiobittJ, p, 94 a 100^* 

50. Les cubiqite& cjJcuUires miicurnuli^s. (hlem, p. 131 ii ISot. 
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Anno 1886. 

51. Sor un noaveau cercle remarqaable da pian d'an triangle. {Jouimal de 
Mathémat. spéeialts, p. 57, 85, 100, 126). 

52. Sur la coniqae de Eiepert (Idem, p. 77, 281). 

58. Généralités sur la geometrie du triangle. (Journal de Mathémat, elementi 
p. 109. 127, 154, 177, 198, 229, 248, 270). 

54. Lea pointa d*inflexion dans les cabiquea circalairea unicaraalea droitea. 
{Assoe. frangaise pour Vavancement du Scienef9, [CompUs rendui du Congrès de 
Nancy], p. 5 à 12). 

55. Une conique remarqaable da pian d*un triangle. (Idem, p. 69 à 88). 

56. Sur la potentielle triangalaire. {Maih*8Ì9, p. 246 à 249). 

Anno 1887. 

57. Sar le trifolium. {Journal dg Mathémat. spéeiaU», p. 208 à 220). 

58. Rapprochement entre'la trisectrice de Mao Laurin et la cardioide. {Compte» 
rendué de VAcad. de Prague, p. 601 à 608). 

59. Sur la rectification de la trisectrice de Mao Laurin au moyen dea intó- 
gralea elliptiquea. (Comptes rendue de9 iéanees de VAcad. des Sciences, 7 mare 1887). 

60. Sur la rectifioatien de qnelqnea conrbes remarquaMes. {Mmthemt, p. 127 à 170). 

61. Rectification dea cubiquea circulairea unicuraalea droites au moyeu dea inté- 
grales elliptiquea. (Comptes rendus de VAcad, dee Scitnces, 4 avril 1887). 

Anno 1888. 

62. Démonatration du thóoròme fondamental dea développéea. (Journal de Ma* 
thémat, spéeiales, p. 109 à Ili). 

68. Sur une trisectrice remarquable. (Mathesis, p. 6 à 11). 

64. Sur les normales auz coniques. (Idem.) 

65. Sur la transformation orthotangentielle dana le pian et dans T espace. 
(Comptes rendus de VAcud, de Prague, p. 241 à 257). 

Anno 1889. 

66. Sur la convergence dea factorielles. (Journal de Mathémat, spéeiales^ 
p. 18 à 18). 

67. Sur les égalités a deux degrés. (Jout^nal de Mathémat. élément,, p. 171 e 195). 

68. Sur le cercle de Joachimsthal. (Mathesis, p. 158 à 157). 

69. Les fonctions pseudo et hyper-Beruouilliennes. (Mémoires couronnés et 
mém, des savants étrangers puhliés par VAcad, rogale de Belgique, t. I et li). 

70. Sur la fonction byper-Beruouillieune à clef du secoiid dégré et la fono- 
tion p (u) de M. Weierstrass. (Revue génér, des Sciences, p. 571). 

Anno 1890. 

71. Sur les paraboles de M. Artzt. (Journal de Mathémat. spéeiales, p. 149, 154). 

72. Sur le tétraèdre orthoceutrique. (Mathesis, p. 49 e 77). 

73. Integration de l'équation de Brassine au moyeu des fonctions hyper-Ber- 
nouilliennes. (Assoc, frangaise pour Vavancement des Sciences, [Comptes rendus 
du Congrès de LimogesJ, p. 146 à 153). 

Anno 1891. 

74. Sur les determinante troués. (Journal de Mathémat. spéeiales, p. 9, 29, 54). 

75. Sur la construction d'Enneper. (Idem, p. 276). 

76. Sur les points et les droites de Feuerbach. (Journal de Mathémat, élé- 
ment., p. 106 à 109). 

77. Sur la résolution des problèmes déterrainés par la méthode des lieax 
géométriques. (Mathesis, p. 132 à 137). 
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78. Ezposition de la théorie dea intégrateurs. {El Frogre$o matetn., p. 78 e 97). 

79. Ezpression du rayon de courbure dans les coniqaes inserì tea à un triangle 
de référence. (Assoe, frangaiae pour Vavaneement des Sciences, [Compiee rendui 
du Congrès de Marseille], p. 11 à 23). 

bO. Les sommets dans les courbes planes. (Idem, p. 28 à 88). 

Anno 1892. 

81. Le calcai des séries convergenies. (J^ Progrsso tnatem,, p. 10 e 87). 

Anno 1898. 

82. Sor la constrnction des tangente à certaines courbes et notamment à 
l'atriphtalolde. (Journal de Mathémat. spétiales, p. 11, 81, 68). 

83. Sur l'intégrale f-. r-^ : . (Idem, p. 9). 

J sin a: (a 4- 6 cosa:) » r / 

84. Présentation d'an irÌBecieur,{Assoc.fraHgaise pour l'avaneement des ScieHces. 
[Comptes rendila du Congrès de Besangon,] 

85. Arithmótiqae avec figares negati ves. (Idem.) 

86. Un théorème sar la geometrie des masses. (Idem.) 

87. L'espace infinitésìmal autoar d'un point d'inflexion. (Idem.) 

88. Sur l'infinitude des séries divergentes. {El Progreso tnatem,,]^, 17 e 131). 

Anno 1896. 

89. Résolution de Téquation a sin a? + ^ cos x=^c, {Journal de Mathém. élétn,) 

90. Sur les quartiques bicirculaires (Eloé). {Journal de Mathémat, spiciales,) 

91. Le problème de la duplication du cube. {Mathesis.) 

92. Construction de la conrbe appellée chapeau bicorne. {V intérmédiaire de 
mathém atieiens,) 

Anno 1897. 

93. Sur une générations par points et par tangente des cubiqnes unicnrsales. 
Journal de mathématiques speciaUs, 

94. Sur une paradoxe apparent (Eloé). (IdeQi.) 

95. Sur la méthode de Puiseux (Eloé). (Idem.^ 

96. Notes sur une courbe. {Bulletin de Mathématiques spéciaUs.) 

97. Sur le lieux des centres d'une hyperbololde mobile. (Idem.) 

98. Transformations polaires et applications. (Idem.) 

Inoltre nM Intérmédiaire des mathématiciens si trovano numerose risposte 
alle quistioni proposte. Eccone l'elenco: 





risposta alU qaist 










risposta alla qnist. 


Voi. IV, pag. 6 


738 


Voi. 


X, 


pag. 


Ili 


2840 


. 88 


874 








315 


2461 


. lU 


925 








319 


2571 


VoLVn. , 65 


1476 








263-266 


2579 


. 221 


1611 








323-325 


2651 


Voi. IX. , 282 


2184 


Voi." 


XI, 




107 


2710 


. 335-337 


2435 








267 


2772 






Voi 


su. 
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2818 



Infine nel primo trimestre del 1907, per opera d'uti suo allievo ed amico, sar» 
pQbblieatft un'opera poetuma che avrà probabilmente il titolo * CalcuU et Exer- 
cicea pratiques d'Aritmétiques ,. 

G. LazzbbIi 



Y^hftì j *v\ rif «it mixj'j^tm^m^tga^ 
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PERIODICO DI HATEHATIOA. 



APPUNTI DI (n-i)-EDROMETRIA IPERSFERICA 



§ 1. — Definizioni preliminari. 



Siano dati in Sn-i, n — 1 raggi uscenti da un punto An e fra loro 
indipendenti: su di essi si prendano, a partire da An, n — 1 punti 
Al , Aa , . . . , An-i , tali che sia: 

All'ai '~~' -"11^2 ■""" • • • ^hAq — ^1 '—' JtV. 

Gli n — 1 punti così ottenuti appartengono airipersfera di Sn-i di 
centro An e raggio R, e sono vertici di un (n — l)-edro, che diremo 
ipersferico. Due di essi, qualunque, sono congiunti da un arco di cir- 
colo massimo dell' ipersfera detto lato: i lati sono 1 o )• Tre ver- 
tici (fanno origine a un triangolo sferico, che diremo faccia a due di- 
mensioni dell' (n — l)-edro ipersferico: queste sono I « ) . In ge- 
nerale k vertici daranno origine a un Z?-edro, che diremo faccia a 
k — 1 dimensioni. Riserveremo il nome di faccia, senz'altro, a ciascuno 
degli (n — 2)-edri individuati da n — 2 fra gli n — 1 vertici del- 
Y(n — l)-edro ipersferico. Due facce hanno a comune n — 3 vertici 
e quindi un (n — 3)-edro, che qualche volta, per brevità di linguaggio, 
chiameremo spigolo. AirSn-4 contenente questo (n — 3)-edro daremo 
il nome di costola dell'angolo diedro formato dalle due facce, dall'an- 
golo cioè sotto cui si segano le due sfere a w — 3 dimensioni di cui 
esse fanno parte, e che sarà misurato dall'angolo formato dagli Sn-s 
tangenti ad esse in un medesimo punto dell' (n — 4)-edro comune. 

Quando i punti Ai , A2 , . . . An_i , invece di considerarli come fa- 
centi parte dell'^i-edro AiAa...An vorremo considerarli come ver- 
tici deir(n — l)-edro ipersferico, li indicheremo rispettivamente con 
Bi ,62, . . .Bn-i . Allora Bi Bu indicherà il lato che ha per estremi 
Bi e Bh, Bi Bh Bk indicherà la faccia a due dimensioni determinata 
dai vertici Bi , Bh , Bk ecc. Indicheremo poi con ^i la faccia opposta 
al vertice Bi , determinata cioè dai vertici dell' (« — l)-edro ipersfe- 
rico che rimangono dopo escluso Bi, con (bibh) il diedro compreso 
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dalle facce bi e bh, e con bi^ Y{n — 4)-edro ìpersferico comune a ii e ih. 
Si noti che l'angolo (bi 6h) di due facce deir(n — l)-edro ipersferico 
è uguale all'angolo (ai db), quando i ed A son diversi da n. Aggiun- 
giamo ancora che ogni vertice Bi è vertice di un angoloide (n — 2)-edro 
giacente neirSn-i tangente all'ipersfera nel punto Bi: a questi ango- 
loidi, che sono in numero di n — 1 , daremo il nome di angoloidi del- 
r(n — lì-edro ipersferico. 



§ 2. — Seno dell' (n — l)-edro ipersferico. 

' Dati in Sn-i due spazi lineari Sh ed Sk (A + ^ ^ w — 2) individuati 
l'uno dal punto X di coordinate Xi,X2j. . .Xn-i e dalle direzioni: 

«11 «11 . . . «l.n-l 

«n «M . . . «a.n-i 



«hi «ht • . . «h.n-1 , 

l'altro dal punto y di coordinate yi y% . . . yn-i e dalle direzioni: 

bn bua , , , bi. u_i 
bn bn • • • ^i.n— 1 



6ka . . . Ok.n— 1 1 



prenderemo l'espressione: 



Xt — yi a?a — y» . . . ajn-i — yn-i 

«11 «11 . . • «l.n-l 




(1) 



6kl bk2 • . . &k.n— 1 

a rappresentare il quadrato del momento dei due spazi Sh ed Sk . 

Quando le direzioni che compariscono in (1) sono tutte fra loro 
ortogonali, il momento dei due spazi non é altro che la loro minima 
distanza, ma nel caso generale l'espressione (1) sarà il prodotto del 
quadrato di questa minima distanza per l'altra espressione: 



A*- 



«11 «M * - - «l,n— 1 



Dia • » . wi.n_i 



^kl 



6m * • . fik.n-l 



m 



Chiameremo A seno dell' angoloide (A + i)-6dro che si ottiene condu- 
cendo per un punto qualiìnque P dallo spazio i raggi pa ralle! i e aventi 
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il medesimo senso di quelli da noi scelti, o anche seno delVih-^-kyedro 
ipersferico ottenuto tagliando detto angoloide con una ipersfera di 
centro P.(*) Se i vertici di questo (h + A')-edro sono Bi Bk . . . indiche- 
remo il suo seno scrivendo sen (Bi Bk . . .) o sen bi se essi fossero 
quelli della faccia opposta a B{ . 

La precedente denominazione rimane giustificata della analogia che 
la (2) presenta con l'espressione che da Standt fu iettai seno dd triedro. 

Posto questo, andiamo a trovare alcuue espressioni della misura Y 
dell'n-edro Ài Aa . . . An che ci saranno utili per dedurne altre pel 
seno deir(n — l)-edro ipersferico. Prenderemo come formula di par- 
tenza per la misura deir^i-edro la sua espressione analitica, secondo 
la quale, per una naturale estensione di formule che valgono pel 
piano e per lo spazio, dovrà aversi, dette x}^"^ le coordinate del ver- 
tice Ar rispetto a un sistema di assi cartesiani ortogonali: 



(n — 1)!V= 



xi<*) rr,<'> 



a?i' 



,(«) 



ars' 



.(•) 



Xn-i 



^'^ 1 
.^•> 1 



Xi' 



(«) X,<»> 



a:„-x^"> 1 



Prendiamo il vertice Ai e le direzioni che da esso vanno ai punti 
Al, As . . . Ak+i a individuare un Sk: se /i è la lunghezza dello spigolo 
AiAi ed aii, ««.. .ttin sono i rispettivi coseni di direzione, avremo: 



a:r<') = a?r^^) + Ur (r = l,2...n;t = 2,3...i + l). 



(a) 



Il vertice Ak+a e le direzioni che da esso vanno ai vertici rima- 
nenti individueranno un Sn-k-i: se 1% è la lunghezza dello spigolo 
Ak+aAt e Pji, Pja.-.ftn sono i respettivi coseni di direzione, avremo: 

x,^) = x<^^^ + \^,, (s=l,3...n, J = A + 3,...fi) (g) 

Sostituendo questi valori nel determinante precedente, e osser- 
vando che se si sottrae la prima linea da ciascuna delle successive 
fino alla (/: + l)-esima e la (A; + 2)-e8Ìma da ciascuna delle rimanenti 
e dalla prima, ciò che rimane è il prodotto del momento M dei due 
spazi Sk ed Sn-k-a per il fattore 



otterremo : 



2fl, ^8 . . . tk+l, Ak+8t ^k+4 • • • ^n» 

(m — l)!V = ii,Z,...?k+i,Xk+,.,.>.„.M, 



(3) 



formula che costituisce Testensione del teorema di Lenthéric. 

Corollario I. — Facciamo Jc = n — 1, con che le (^) vengono as- 
sorbite dalle (a). Si perviene allora alla formula: 



(n — l)!V = 7uA,Ah.Ai, 



(4) 



(i) Veramente la definisione data presupporrebbe che fosse dimostrato essere à minore d'uno, 
ma questo risulterà da quanto segue. 
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dove irAiAh indica il prodotto delle misure degli spigoli nelPn-edro 
uscenti da Ai e Ai rappresenta il seno dell'angoloide di vertice Ai. Se 
quest'angoloide è n-rettangolo, è Ai uguale all'unità e la formula (4) 
prende la forma: 

(n-l)!V = 7uAiAh. 

Corollario II. — Facciamo k = 0. Segue allora: 

(n-l)!V = X8,X4...Xn.M, (5) 

stando qui M a rappresentare il momento di Ai rispetto aU'Sn-i che 
contiene la faccia ai. Ma in virtù di una osservazione fatta è: 

M = N./i, (6) 

essendo h l'altezza deH'n-edro uscente dal vertice Ai e N il seno del- 
l'angoloide di vertice A» esistente noll'Sn-a opposto ad Ai. 
Di più è per la (3) 

X„X4...Xn.N = (n-)!ai (7) 

Ne segue, moltiplicando le (5), (6), (7) membro a membro : 

(n — l)V = ai.A. ' (8) 

Da questa formula, che è l'estensione di una notissima, è facile 
passare ad un'altra di cui ci siamo valsi altra volta. 

Caliamo da Ai la AiP perpendicolarmente ad aia, cioè all'interse- 
zione dei due Sd-2 cui appartengono le facce di e a^. Il triangolo 
rettangolo che ha per vertici AiP e la proiezione di Ai suH'Sn-i della 

faccia ai dà 

h = AiP . sen (aida), 

dove A ha il significato precedente. 

Poiché è: 

AiP . aia = (n — 2) . ai 
segue subito : 

TT _ n — 2 aiùi . sen (aiag) , . 

che è la formula cui alludevamo sopra. 

Ora possiamo andare a trovare delle espressioni del seno del- 
Y{n — l)-edro ipersferico. 

Cominciamo dall'eliminare V tra la (4) e la (9). 

Avremo, riferendoci per la (4) all'indice n anziché all'indice 1 e 
ponendo A al posto di An: 

_ (n — 2) ! (n —• 2) . ai . ak . sen (aiak) 
TcAnAh . aiic 

Ma si ha d'altra parte: 

AnAh = R per A da 1 fino a n — 1, 

R°-' . sen 6t R°-' . sen ^ 

^'^ (n-2}l ' ^^~ (h — 2)! 
sen (fti/TtJ ^ sen tti6k), (n — 3) ! aik = R"""* sen 6nc \ 
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Essa ci dà il seno dell'Cn — I)-edro iperaferico in ftinzione dei lati. 

Aggiungiamo ancora : 

1^ I seni di due (n — l)-edi'i ipersferici aventi la medesima altessza 
stanno fra loro come i seni delle basi. 

2^. I seni di due (n — l)-edri ipersferici aventi un angoloide co- 
mune stanno fra loro come i prodotti dei seni dei lati che compren- 
dono questi angoloidi. 



§ 3. — Estensione del teorema di Cova. 

Si divida ciascuno spigolo dell'n-edro secondo la legge rappresen- 
tata per lo spigolo AiAh dalla relazione: 

A,Pm:PihAh = q):4;. (14) 

dove 9 e 4^ sono note funzione di tutti o di alcuni degl'indici 1, 2 . . . it. 

Abbiamo altrove dimostrato che condizioni necessarie e sufficienti 
perchè l'Sn-i che proietta Pih dall'Sn-t opposto e gli analoghi passino 
per un medesimo punto sono: 

1^ che in ogni fàccia a due dimensioni sia soddisfatto il teorema di 
Ceva; 

2* che scambiando in (14) Vindice i con Vindice h e gVindici rima^ 
nptti due a due in tutti i modi possibili, le relazioni che via via si oi- 

tengono, che saranno al massimo s » siano sostanzialmente 

uguali fra loro e a quella di partenza. 

Vediamo se e come si trasforma questo principio per Y{n — l)-edro 
ipersferico di Sn-i. 

Cominciamo con l'osservare che detto Qm il punto ove AnPih in- 
contra l'ipersuperficie sferica è: 

AiPih : PibAh = sen BiQo» : sen QmBb, (15) 

con che la (14) diventa: 

sen BiQih : sen QihBh = «p' : t^', (16) 

essendo tp' e ^' note funzioni di tutti o di alcuni degli indici 1, 2. . . n — 1, 
e che il teorema di Ceva, se prima sussisteva, continua a sussistere 
anche dopo. 

Osserviamo in secondo luogo che quando noi abbiamo scritto che 

\q relazioni che si ottengono dalla fondamentale, ope- 
randovi come è indicato nella condizione seconda del principio suac- 
cennato, Bono sostanzialmente uguali fra loro e a quella di partenza, 
abbiamo anche scritto le condizioni necessarie e sufficienti perchè 
esista un punto comune alle carrispondenti Vn~s ipersfericlie del- 
V(fi — l}-edro, per avete le quali basta tagliare con ripeisfera quelli 
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tra gli Sn-9 delln-dro determinati dalla legge (14) che escono dal 
pulito An. Da questo segue che per avere tutte e sole le relazioni 
necessarie e sufficienti, basterà tralasciare fra quelle scritte sepra 
quelle che contengono l'indice n. 

Tanto basta per poter concludere che: 
> Condizioni necessarie e sufficienti perchè, diviso con un punto Qfh il 
lato BiBh deir{n — l)-edro ipersferico mediante la legge: 

sen BiQih : sen QihBh = T : 4^ , 

dove 9 e «p sono note funzioni di tutti o di alcuni degl'indici 1, 2 ... n —1, 
la Vn-9 proiettante Qih dalla Vn-« opposta e le analoghe passino per un 
medesimo punto sono: 

V che in ogni faccia a due dimensioni sia soddisfatto il teorema di 
Ceva; 

2^ che scambiando nella (17) i con h e contemporaneameìite due qua- 
lunque dei rimanefiti indici in tutti i modi possibili le relazioni che via 
via si ottengono siano sostanzialmente uguali fra loro e a quella di 
partenza. 

Questo resultato rappresenta l'estensione del teorema di Ceva, 

Andiamo a dare alcune applicazioni di esso. 

a!) Supponiamo che la legge di divisione sia: 

sen BiQih : sen QibBh = sen^bh '• sen^ ii. 

In tal caso le relazioni che si ottengono col procedimento sopra 
indicato sono identicamente soddisfatte ed esiste un punto Kp comune 
alle Nvt-jg determinate dalla precedente legge. A questo punto daremo 
il nome di punto notevole d'ordine p. Se p = esso prende il nome di 
baricentro^ se p = 1 di centro della sfera a n — 3 dimensioni iscritta, 
se p = 2 di punto di Lemoine. 

Osservazione. — Se /cj e Ah indicano le distanze ipersferiche del 
punto Qu dalle facce b^ e bi, poiché i seni dei due (n — l)-edri iper- 
sferici aventi per vertice comune Q^ e per basi rispettivamente bj 
e bi stanno fra loro come i seni dei Iati BiQ^ e Q^Bj segue, tenuta 
presente l'espressione (11) del seno dell' (n — l)-edro ipersferico e 
la a): 

sen h'i : sen Aj = sen^"^ ii : sen^"^ ij . 

Ne resta in particolar modo giustificata la denominazione di centro 
della sfera a n — 3 dimensioni iscritta, data al punto Ki. 

P') Vediamo quali condizioni debbono essere soddisfatte perchè gli 
archi di circolo massimo congiungenti i vertici con i punti notevoli 
d'ordine p{p^O) delle facce opposte concorrano in un punto. 

Considerando il lato BiBh come facente parte una volta del- 
r(n — 2)-edro ipersferico che si ottiene escludendo Bk; una seconda 
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volta come facente parte deir(n — 2)-edro ipersferico che si ottiene 
escludendo Bi, avremo rispettivamente: 

sen BiQih : sen QmBh = sen^ ihk : sen^^ bit 
sen BhQih : sen QaBi = sen^ bn : sen^ bu . 

Moltiplicando queste membro a membro e scambiando nella ugua- 
glianza che risulta l'indice i con l'indice { otterremo le relazioni: 

sen 6hk . sen Jn = sen b^i . sen iih = sen bu . sen bit (18) 

che pel teorema precedente saranno le condizioni necessarie e suffi- 
cienti richieste. 

Senza piti oltre insistere su questo, ci limitiamo a enunciare ì teo- 
remi seguenti: 

Y) Condizioni necessarie e sufficienti per l'esistenza di un punto 
comune agli archi di circolo massimo dell' ipersfera che congiungono 
i vertici deir(n — l)-edro ipersferico con i punti di contatto delle 
facce opposte colla sfera a n — 3 dimensioni iscritta sono: 

sen Jki . sen 6ih . cot i {bM . cot i (bibh) = 

= sen òik . sen Jhi . cot i (bib\) . cot i (bhh) = 

= sen 6kh . sen in . cot i (Wk) . cot i (bibi). (19) 

o) Condizioni necessarie e sufficienti perchè esista l'ortocentro 
ne\Y(n — l)-edro ipersferico sono: 

sen bth .sen bn . co t (Wk) . cot(iiii) = sen bit . sen bm • cot (ii Jk) . cot ( Jhii) = 
= sen box . sen bti . cot [bibi) cot (btbi). (20) 

Ora andiamo ad esporre un teorema che ci permetterà di dare 
altra forma a queste condizioni. 

§4.-11 teorema del seni. 



Indicato, come si fece al § 2, con A il seno de]r(n — l)-edro iper- 
sferico, si hanno le formule: 

sen bi . sen bt . sen (bibt) 

sen bit 
sen bh . sen bi . sen (òh&i) 

sen fchi 
sen bi . sen hi . sen (bibi) 



A = - 

A = ^ 



d=^ 



sen èti 

sen bh . sen by, . sen jhfit) 

sen bht 

Se Buppaniamo che gV ìndici i, b, k^l siano differenti tra loro perve 

niamo alle formule: 

sen i|]t . seti ^iii sen bw . sen ijit 



aeri (iién) , seti {b\M) sen (bibi) . aen (èhèk) ' 



(21) 



L 



WMJ^^MlJ^ 




'#-S-ry,l£4 
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Uguagliando il prodotto delle prime due a quello delle due ultime. 

Tali formule ci forniscono delle relazioni, in numero di 1 . It fra 

quattro spigoli e i relativi diedri e costituiscono Vestermone del teorema 
dei seni. 

É subito visto che i resultati espressi in formule dalla (18), (19), (20) 
possono enunciarsi più semplicemente così: 

Condizioni necessarie e sufficienti perchè le congiungenti (archi del 
circolo massimo dell' ipersf era) i vertici di un (n — ij-edro ipersf erica 
con i punti notevoli d'ordine p (diverso da zero) delle facce opposte pas' 
sino per un punto sono: 

sen (òi&h) . sen {bìJh) = sen {bA) . sen (bhby) = sen {bibì) . sen (bhbi). (22) 

Condizioni necessarie e sufficienti per l'esistenza dd punto di Ger- 
gonne neW (n — ìj-edro ipersf erico sono : 

cos i (6i6h) . cos i (òkii) = cos i (bibi) . cos i (Ah*k) = 

cos i (bA) . cos i (Mi). (23) 

Condizioni necessarie e sufficienti per l'esistenza (2^Zrortocentro nd^ 
V (n — \yedro ipersf erico sono : 

cos (6k6i) . cos (6i6h) = cos (òk6i) . cos (Ji&h) = cos (òiA) . cos (Ji6i). (24) 

Aggiungiamo da ultimo che uguagliando due qualunque delle 
espressioni di A scritte sopra possiamo ottenere due formule una 
delle quali ci fornisce una relazione fra due facce, i diedri che esse 
formano con una terza e i rispettivi spigoli, l'altra lega due spigoli, le 
facce passanti per essi e i diedri relativi. 



§ 5. — Estensione del teorema di Stewart 

Indichiamo con p la misura deir(n — l)-edro PuAbA*... An, dove Pn 
è un punto di AiAs tale che 

AiPi,:Pi,A, = r:s. (25) 

Si indichi poi coti t la lunghezza del segmento AqPu e con F» quel 
punto ove la semiretta AnPu incontra l'ipersfera. Avremo: 

(n — 2) ! oi = R*^-* . sen 6t (n — 2) ! a, = R"*"" . sen 6, 
(n — 2)! p =* R"^-» .t.&en (B,B4 . . . Bn-iP'i.). 

Sostituendo nella formula: 

(r + s)* .p* = r* . ai^ -{- ^ . a^* + 2rsaia9 cos (aids), 

e ricordando che 

cos (aiOa) = cos (61Ì9), 
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8i ha: 
{r + «)■ . sen* (BaB* . . . Bn-iP'ia) = 

= "Ti" . (r' sen" *! + «*• sen'iig + 2r« sen bi sen bt eoa {bibt)} • 

E poiché il teorema di Stewart applicato al triangolo AnÀiAs dà: 

(r + «)• . «• = R« . {r« + «• + 2r« cos A, AuA,}» 

segue, sostituendo nella precedente: 

r* san" bi + ^ sen* 6a + ^rs sen Ji sen è» cos (bibt) .^ei 
'^^'^^^ r' + ** + 2r5cosB.B. (^6) 

che ci fornisce appunto il corrispondente del teorema di Stewart 
iielì'(»i — l)-edro ipersferico. 

Si vede aubito che la formula (25) si trasforma in quest'altra: 

sen BiP u : sen P'uB, =r : s. (27) 



§ 6. — Applicazioni del teorema di Stewart. 

Andiamo a dare alcune applicazioni della formula che abbiamo 
trovata nel precedente paragrafo- 

a) Cominciamo dal supporre cos (òi^i) ^ 0. La relazione (26) essendo 
omogenea in r ed s, potremo sostituirvi se» BiPu per r e senPuBt 
per s. Cosi essa diviene: 

sen^ BiPia . sen' ii + sen' PitBa . sen' b^ = 
= sen*7u {sen'BiPia + sen^BaP*» + 2 sen BiPu.sen BaPn^cosBiB»} (28) 

e ci fornisce la condi^ioutì necessaria e sufficiente perchè Taugolo {bibn} 
sia retto. 

La medesima relazione ci fornisce pure la condizione necessaria e 
sufficiente perche il lato BtBi sia un quadrante, Essa è: 

sen' BiPii . aen' bi + sen* ègPia . aen' 6^ + 

+ 2 - sen BiPii . sen BbPw . sen bt . sen bt eoa (bib^) =^ 

=- sen' Tt , (sen* BiP,» + sen'^ B>Pu), (29) 

^) Facciamo nella (26) r uguale ad $: la corrispondente è la «d- 
2Ìoné mediana. Si trova facilmente: 

2 cos* i BiBa , sen' iwi» ^ 

=^ sen* il + sen* è» + 2 sen 6i . sen è» cos (6ifcs). (30) 

Scambiamo in questa oircolarmente gl'indici 1, 2 > . . n — 2 e sommia- 
mola con tutte quelle che se ne ottengono. Avremo: 

2 . St 2fc (cos' i BiBk . sen* Wit ~ sen bi sen J^ cos (bihu)} = 

= in~Z)'ZfUsn'b,', (31) 

1. 
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formula che corrisponde a quella che già trovammo trattando del'* 
Tn-edro e che ci dava la somma dei quadrati delle mediane uscenti 
da un vertice in funzione delle facce uscenti dal vertice medesimo. 
Prendiamo ora la relazione: 

4 . S wik" = (n — 1) S a," — an\ 

e facciamovi: 

R^"* . sen bi 



^'= (n-2)! ' <*' + '») 



Qn = T\ oTi v 2 sen* Ji — 2 . S sen ih . sen òk cos (Mk)/ > (32) 

( \n — ^ ) 11 ^ 

la quale ultima formula si ottiene applicando all'n-edro AiÀs . . . Àn 
il teorema di Carnet. Se per mik poniamo: 

R°~* . sen y?tik . cos j BjBk 
(n-2)! 
perveniamo alla relazione: 

a-l 

4 . S sen* wiik . cos* i BiBk = 

1 

n-l n-1 

= (n — 2) . S sen* 6i + 2 . 2 sen bh . sen ik . cos (òh&k)» (33) 

1 1 

corrispondente a quella che ci dà la somma dei quadrati delle me- 
diane delln-edro in funzione delle facce. 

Passiamo ora ad estendere il teorema di Commandino. 

Indichiamo con M il baricentro deirn-edro AiAj...Àn e con P 
quello della faccia ai: i tre punti Ai,M, P sono in linea retta e in 
conseguenza i due triangoli AiAnM, AnMP hanno la medesima altezza. 
Ne viene la proporzione: 

AiM : MP = R . sen Ai A„M : A^P . sen MA^P. 

E poiché il primo rapporto è uguale a n — 1, si ricava: 

senAiAnM (n — l),AnP 



sen MAuP R 



(34) 



M^ la formula della distanza applicata air(n — l)-edro AsAs . . . An 
per calcolare AnP, ci dà: 

"s a;a7 ìaj:^ 

^^^ ~ n-1 (n-1)* - 



n-1 „ 

1 


S A„Ah' + S AhAk' 

2 2 


«—1 
(n — 2)2* 

2 


AnAh 


{n-iy 

- S AuAk* 

2 



(n-iy 



^^^^Tà^jn^^ffnénn^iL 



tffA 
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E siccome è ÀnAh = R, AhÀk = 2R.seaiBh6k, seguirà: 
. (n — 2)" — 4 . s'sen' i BhBk 
Ani- — (n — l)^ '^\ 

Sostituendo nella (34) dopo averne elevato a quadrato ambo i 
membrì e ponendo sen BiGn-i per sen AiAnM e sen Gn^iGn^a per 
senMAnP, si trova la formula: 



sen'Bi6n-i 



= (n — 2)« — 4 . S senH BhBk 



n-l 

s 



sen^Gn-iGn-9 - v- - -^ - - • - """ ^ ^'^"'^ ^^^^ 

che ci rappresenta l'estensione alV{n — l^edro ipersf erica del teorema di 
Commandino, 

Questa formula che pel caso particolare di n eguale a quattro ci 
conduce alla nota relazione: 

s en BiG s o nj t> 

TSTTS- = 2 . COS i BaBs, 

sen GsGa 
è a sua volta un caso particolare di una formula che vogliamo qui 
riportare. 

Se indichiamo, al solito, con Kp il punto notevole d'ordine p e con P 
il punto ove la retta AiKp incontra l'Sn-s della faccia ai, i triangoli 
AiAnP e PAnKp avendo la medesima altezza forniscono la propor- 
zione: 

AiP R.senAiAnP 

PKp "" AnKp . sen PA„Kp ' 
Ma per un teorema noto è: 

AiKp:KpP = SaP:aiP, 

2 

dalla quale, componendo, segue: 

AiP:PKp = Sa,P:axP. 
Allora la proporzione precedente prende la forma: 



8enA.A„P _ ^°^''-^«''' 
sen PAnKp li . ox^ 

La formula della distanza ci dà: 

n— 1 ^ n-l 



(36) 



A.Kp' = - 



S fl," A„A,' 2 ffaP.»," A„A,' + S rthPakP . A^Ak' 



n-l 

S 

1 



Sa,P 



1 

^n— 1 



|Sa,P]» 



_i _j 1 1 

[i a."]' 

1 



[S ai"]' 
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Ricordando ora che è: 

A A T> R°-'.sen6i 

e osservando che: 

A^* + A^* — A^' = 2R" . e 08 BhBk , 

si trova facendo le sostituzioni nel solo numeratore della faitnula 
ultima: 



AnKp' 



1 



j^(n-f)«p+« (Vsen^P 6, + 2 . s'senP i, . sen^ h cos BhBi) 



[(n-2)!]«P.[2:a,P]» 



(37) 



Sostituendo questo valore nella (36) dopo averne elevati a qua- 
drato i due membri, si perviene alla formula che si .domandava e che 
può scriversi sotto la forma: 

n-l n-l 

c^. nv (i) 2 sen*P il + 2 . S sen^ h . sen^ 6k cos B^Bk 
sen iJiJVp^ ' i i 

sènKT^"^ sen'Pòi ' 



(88) 



Da questa, che è riferita al vertice Bi, si può facilmente passare 
alla formula generale. 

Notiamo che quando p è uguale a zero, il secondo membro 
della (38) essendo allora una funzione simmetrica dei coseni dei lati, 

il rapporto y\ì)k ^ costante. Il valore di questo rapporto, è per 

la (38) stessa dato dairespressione: 



(n — l) + 2ScosBhBk. 

Y) La formula generale (26), quando vi si fa: 
r = sentii, « = 8en'Ji 



(39) 



dà: 

sen" «11 = 

ovvero: 



sen* bj . sen' bi -f- sen^ bi . sen' 62 + 2 sen' bt . sen* fe» . cos {bib%) 
sen^ 69 + sen* 61 + 2 sen' 61 . sen' é» cos BiB« 



sen' Sia = 



sen' bj . sen bi . {sen' fcs + s^n' fci + 2 sen 61 sen 69 cos (feifcg)} 
sen* bi + sen* 61 + 2 sen' 61 . sen' 6' cos BiBj 



Tenendo conto della formula (30), perveniamo facilmente alla se- 
guente: 

A 9 r 9 r B1B9 

^9 4 sen bi . sen' 69 . cos —^r- 

sen' mii sen* 69 + sen* ùi -j- 2 sen' bi . sen' 61 . cos B1B9 ^ ' 

Questa è l'estensione air(« — l)-edro ipersferico del teorema tro- 
vato dal sig. Thiry sul rapporto fia la simediana e la mediana di 
un triangolo rettilineo. 



^^^. 



%. 



^^. 






'^Oto 



A? 




■©Ai 



'''*4C 



-^^/c 



'^«4 *^- 






2^ 







^4': 









«?o/ 



^o« 
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r/7; 
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di cui già facemmo uso nel precedente paragrafo: e dividendo mem- 
bro a membro le (41), (42) perveniamo, fatte tutte le riduzioni pos- 
sibili, alla formula: 

n-l 

2! seni" (h . cos SBh 
oosSKV = -7^zi= ' ,-. =' (43) 



VI' 



8en*P 6i -t- 2 S sen^ 6i . sen^ h . cos BiBh 

i 

Questa formula ci permette di calcolare la distanza (ipersferica) 
di un punto S dell'ipersuperficie sferica dal punto notevole d'ordine p 
d6ir(n — l)-edro ipersferico in funzione dei seni delle facce, dei coseni 
dei lati e dei coseni delle distanze del punto S dai vertici. 

Andiamo a dare alcune applicazioni della formula testé trovata e 
cominciamo dallo scrivere la medesima per un altro punto T. Se di- 
vidiamo la (43) e quella così ottenuta, membro a membro, otteniamo: 

cos SK'p 2S senP bh . cos SBh . 

cos TK'p "" S senP 6u . cos TBh * ^ ' 

Ora, se SKp è minore di TKp, sarà cosSKp>TKp, e quindi la somma 
che figura al numeratore sarà maggiore di quella che figura al nu- 
meratore. La somma: 

n-l 

S senP bh . cos SBh 

è dunque massima quando S coincide con £p. £ il valore che essa 
somma prende in tal caso è, per la (43): 



f 



Sj fien*P il + 2 2ei. sbu^ bi . senP bi, . cos BiBh . 

1 



In particolare, per p uguale a zero, sì ha: 

S C09 BiKo =- ytH--l) + 2.2cosB,Bi, , 



Se facciamo coincidere 8 col centro della ipeisfera circoscritta 
troviamo, per p uguale a zero, lìijo, due: 

[n — l}.coa R 



i cos OG = 



cos 01 =^ 



V(h— D + a.ScosBfBh 



. C03 OK — 



yS sen^ Al 4- 2 . S stìii ij , seii b\, coìs B|Bh 
coaR, Eseii^^i 



(45) 



iZ aen* et + 2 . S sen' A, . seii^ è|, eoa BjBb 



dove R indica qui la misura d*?l raggio della ipersfera. 

Facendo coincidere S con Kr troviamo, se r è differente da pi 



ctos KfKp = 



II— 1 

2 sen'' ti, . eoa BhBr 



Vi seii=P èi + 2 . ^ seii" i, , scii»' i,, . cos B,B|, 



(46) 
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v — *~ 

OssERVAZiONB. — £ chiaro che se, nella (24), al radicale 1 a± }/à*b si 
potesse applicare il Teorema I, il radicale (20) verrebbe decomposto nel pro- 
dotto di una radice quarta di quantità razionale per la somma di quattro 
radicali semplici. 

Il lettore può dimostrare, molto facilmente, che tale trasformazione ha 
luogo se risultano verificate le seguenti relazioni 

a*--b^r^ , ^a(a'^r) = q^ , 2q{q^a) = h^ , 2q(q + a) = k\ (28) 

Il risultato al quale si giunge è il seguente 



/vF 



Va ±y6"=-i-[Va-^ + A: + Va-.g-fc±ya-fg + Aq:Va+g-4 (29) 

Esempio numerico. — Supposto a = 343, b = 9408, r ■» 829, g = 49, Ti = 146 
risultano verificate le relazioni (21), (22) e (23); dalja (26) si ha 



1^ 



4 n 4 4 _ 

bfr±2ÌbSè = —^ — [yi08 + Vl2 ± 2 V3 t2], 
2V343 



* * 



I 



6. Teorema IV. — Il radicale 

p=yvà±v5", (30) 

m cui le quantità a e b sono razionali, si può decomporre nel prodotto di una 
radice ottava per la somma di quattro radici quarte di qtiantità razionali, se 
risultano verificate le seguenti condizioni: 

1\ Il prodotto a (a — b) sia un quadrato perfetto r', sia cioè 

a{a--b) = r\ (31) 

2*. La quantità | a (a — r) sia un quadrato perfetto q*, sia cioè 

ia{a^r) = q. (32) 

3». Il prodotto 2q (q + a) «ia un quadrato perfetto h\ sia cioè 

2q{q + a) = h\ (33) 

Considerando di ogni radicale il solo segno positivo, risulta vera la se- 
guente uguaglianza 



-^i^-iì- 



p= ya y i±|/ — • (^) 

liC relazioni (31), (32) e (33) si possono rispettivamente scrivere 



quindi al radicale 



i^-ìi-' 



può applicare il Teorema 1°. 




J/i f /Zn 
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Dalle (14), (34) e (36), fatte le opportune riduzioni, risulta allora 

yvv±v6'= 

—^ [V(a-^)(a+2ft+3g)+V(a-g)(a-2A+3g)±Va+g+/^TVa+g-A] (36) 
2 Va» 
che può anche scriversi 

1 [l/ (^^-^J(^+2A+3(y) ^ /^ (5=^(a-2A4-3gj _^W (a4-g+/^)* -pt/ («4-g--fe)* 1 (37) 

2 yó^ 

come Yolevasi dimostrare. 

1 Qn j 17 

Esempio numèrico. — Suppósto a = 7, 6 = -^ , r = -=-, g = l, ^ = 4, 
risultano verificate le relazioni (31), (32) e (33); dalla (36) si ha quindi 

lh'± f V84= -4-[Vl^ + yi2 ± yi2 q: 2] . 

2y7' 



7. E chiaro che dei teoremi precedenti si possono fare diverse applicazioni. 
Noi ne faremo qualcuna, lasciando al lettore la cura di fame altre per suo 
conto. 

Consideriamo, prima di tutto, le seguenti equazioni di 29 grado : 



x« — 2yaa; + y6'=0 

4 4_ 

. 2c« — 2yaa; + y6=0 (38) 

8_ 4 

«• — 2yax + y5"=0 
le cui radici sono rispettivamente date, com'è noto, dalle 

'— i/'*Z *z 
x = ia± rya—yò. 

Se ai radicali sovrapposti che compariscono nel secondo membro delle (38) 
si possono applicare i teoremi dimostrati precedentemente, le radici delle 
equazioni (38) sì possono esprimere mediante la somma di radici quadrate, 
quarte, ottave di quantità razionali. 



8. Suppom'amo di avere le 2" quantità 

ai Oi az 04 . . . a««»-i 02*» (n intero e >> 1) 
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legate tra loro dalle seguenti n — 1 relazioni : 



(1) 
(2) 
(3) 

(n-1) 



Ot ^4 Oe ^8 
ai at a» Or ' 






ai 
ai 


ag 

^* • • • 




atn 


-•+1 


aiB-(8B-«_i) 



ai 



a«n-i^i 



(40) 



la cui legge di formazione non ha bisogno di schiarimento alcuno, e consi- 
deriamo la somma 

S = ai±a«+at±a4 + ... + Ojn-i ± a«n . (41) 

Essa si può scrivere 

e quindi per la (1) delle relazioni (40) si ha 

S = (l ± —-) (ai + a, + Oft + . . . + a>a_i) 
ohe si può anche scrivere 

»-('-5)h('+5)+*('+l)+-+°~('+SS)] 

ossia, per la (2) delle (40) 

S=r(l±g)(l + J)(ai+a. + a. + ... + a,a^). 

É facile ora osservare che applicando successivamente tutte le rela- 
zioni (40) si ottiene 

S = —^i (^1 * ^«) (^» + ^) (^1 + «*)••• («1 + ain-t+i) (ai + ain-i+i). (42) 

Era questo il risultato al quale volevamo giungere. 
Osserviamo intanto che negli n fattori della (42) aventi la forma (ai ± ai) 
i valori dell'indice i sono 



2 2 + 1 2« + 1 2» + 1 . . . 2»-« + 1 
come si può facilmente verificare. 



2--1 + 1 



(43) 






9. Consideriamo ora il radicale 



ik 



= r Vai ± V5r+ ... + vof-> ± v^ 



(44) 





in cui le quantità i 
di quanto è stato e 



-^ 



Se a ciascuno e 

nel secondo membr 

radicale (44) si pu^ 

somma di 2^ radici 

Lascio, per bre"\ 

Teorema. — Il 



in cui le quantità s 
radice ottava di qui 
tità razionali, se ris 
1*. Le quantità 
2*. I prodotti ai 
quadrati perfetti r*, 

fli {ai — 02) : 
3*. Le quantità 
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Il sistema delle equazioni lineari omogenee (2) e (4), se r è pari; 
(2), e (4)', se r è dispari ci dà i punti di intersezione della retta s 
con la Ò. 

Supposto r pari; allora se I > i due punti comuni alla a e alla O 
sono reali, se I < i due punti sono immaginari, se I = i punti 
sono reali e coincidenti. Neil' ipotesi in cui r sia dispari i primi due 
risultati si cambiano. (^) 

Concludiamo per tanto: la condizione necessaria e sufficiente affinchè 
la retta (2) sia tangente alla quadrica (1) è 

1 = 0. 

3. Se nel determinante Ào ai termini della verticale p-esima mol- 
tiplicati per Xp aggiungiamo quelli della 1^ moltiplicati per oh, quelli 
della 2^ moltiplicati per ars, ecc., avremo, tenendo conto del teorema 
di Eulero sulle funzioni omogenee, delle (2), spostando la verticale 
p-esima di p — 1 posti e ponendo successivamente p = 1, 2, . . . p — 1, 
p — 2,...,r 

xo >T = Ao , ari yi = Al , . . . , iTr yr = Ar per r pari, (5) 

a:oVr=V=lA^, a:iVr=V=I Al, ..., a?rVr=V=n;Ar porr dispari, (5)' 

nelle quali Ao, Ai,..., Ar sono i determinanti che si estraggono dalla 
matrice (3) sopprimendo rispettivamente la 1% 2*, . . . , r* verticale. 



4. Consideriamo la matrice 



y + l\ r(r + l) 



<Xo OLi , . , CCt 

Po pi . . . Pr 



«"ttì) 



Ào Ài • . . Àr 



(6) 



determinanti di ordine massimo estratti da essa 

si possono assumere come coordinate omogenee della retta s nello 
spazio ad r dimensioni. O 

Se indichiamo con aa,b («4=^ = 0, 1, 2, ..., r) il determinante che 
si ottiene dalla matrice (6) sopprimendo le verticali a-esima e &-esima, 
e sviluppiamo il determinante I secondo i minori d'ordine massimo 
estratti dalla matrice formata con le prime r—1 orizzontali ed egua- 
gliamo a zero il risultato, avremo una equazione 

cp(aa,b) = 

quadratica ed omogenea nelle a^b che si può interpetrare come V equa- 
zione di una quadrica in coordinate di retta. (*) 



(^) Per r = 2, vedi V. Mollame, I determinanti e la loro applicazione all'algebra ed alla geo- 
metria analitiea. 

(«) Vedi Clbbsoh, Uéber eine Fundamentalanfgabar Invariantentheorie GStt Akad, VoL Xm (1872). 

(>) Le a%, b sono legate da i (r — l)(r — 2) relazioni quadratiche, e le coordinate non omogenee 
della retta sono 2 (r — 1). (Y, Glsbcb, 1. e.) 
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e le coordinate del punto P', come quelle della retta PP', devono 
soddisfare le equazioni (7). 

Così deve essere soddisfatta la i-esima delle (7) che, dopo la sosti- 
tuzione, diviene 

(j?l OÌq — Xo X'ii f'jfo + • • • + (^1 ^'l-l — ^1-1 ^'l) Tx'i-i + 

+ (ari a?'i+i — a?i +1 x\) f^i ♦ i + . . • + (a?i «'r — Xr x\) fx\ = 
od anche : 

Xiix'of^^, + ... + x\.tf^\_, + x\+if:,^,^, + ... + x'rfjfr + 

+ Xi{Xofjfo+'^' + X^lf^i^i+Xl+ifx\,i + ... + Xrfx'r)=^0 

0, ciò che è lo stesso, per il teorema di Eulero: 

La (9) è V equazione di un ipet'piano luogo delle rette tangenti alla 
quadrica O nel punto P' cioè è l'equazione delViperpiano tangente in P' 
alla quadrica f=0. 

Prof. Cesare Bianca. 



FiaaoiuE isroTE 



Snlla proprietà associatlra dell'addizione. 

II prof. Palmieri con il superiore titolo ha pubblicato neirultimo numero 
questo * Periodico « usa nota dalla quale un lettore superficiale potrebbe der 
che nell'opera del Peano, Aritmetica razionale, vi sia un circolo vizioso, ir 
del quale il Peano per dimostrare la legge associativa si serve della leggr 

Che un logico della forza del Peano abbia potuto incorrere in un e^ 
grave di logica non è naturalmente cosa ammissibile. L'equivoco ha 
pendere dal non avere tenuto presente la profonda differenza che vi 
segni (=) e (= Df). 

Riguardo al secondo segno il Peano, a pag. 44 delle sue Note 
mathématiques, scrive: 

'^ La forme la plus simple d*une définition est: 

X = a 
on X est un signe qui n*a pas encore de signification, a e? 
ajant une siguìfication connue, et nous convenons d*écrir 
lieu du groupe a. Cette convention est exprimée en écr' 
et a, et Df à la fin de la ligne. Exemple: 

Np = (N-|-l)-[(N-|-l)X(N-' 

Aux mots ' nombre premier « on attrìbue la ' 
grand que Tunitó et qu'on ne peut pas décompc 
bres plus grauds que Tunìtó ,. 



;1) Il segno (— ) va letto non. 
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RISOLUZIONE DELLA QUISTIONE 718 



TPIS. Essendo x una retta che passa pel eentro di un circolo e, trovare 
l'equazione dell'inviluppo delle rette simmetriche di x rispetto alle varie tangenti 
del circolo e. 

E. N. Babisun. 

Risoluzione del sig. Pasta, R. Università di Palermo. 

Considerftndo le tangenti ftl circolo nei punti in coi la retta data x lo seca, 
troviamo come retta dell' inviluppo la retta x stesea. Inoltre le tangenti al circolo 
nei punti dove la perpendicolare alla retta a; in seca il circolo danno come 
rette simmetriche della x le parallele a questa retta distanti dall'una parte e dal- 
l'altra di essa della quantità 2i% r essendo il raggio del circolo dato. 

È chiaro d'altronde che ogni punto di queste due rette, è un punto dell'in- 
viluppo richiesto. Ciò posto prendiamo come assi caitesiani la retta x data (asse 
delle x) e la perpendicolare ad essa in (asse delle y). Sia M un punto qua- 
lunque del circolo, e P il punto in cui la tangente in M al circolo seca l'asse 
delle X] poniamo OP == a, e si prenda come parametro variabile a, se a indica 
l'angolo che la tangente MP forma con l'asse delle x la equazione della simme- 
trica di quest'asse rispetto alla tangente MP è 

y = (a? — a) tan2a; (1) 

r 2r Vrt*— r* 

ma il triangolo rettangolo OPM dà aen a = — dunque tg 2a = ^^ — tt-t-ì opperò 

a a — cr* 

sostituendo in (1) risulta 

rty» — 2iV = 2r {x — o) ^a* — r\ 

ossia, liberando dai radicali 

(y* — 4f') a* -h Sr*xa^ - 4r» (ar» + y» - r*) a« — Sr*xa + 4trY = 0. 
Derivando rispetto ad a risulta 

(y« — 4r*) a» + 6r«a?a« — 2r» (ar» -h y* — r«} a — 2r*x = 0. 
Eliminando a fra queste due ultime equazioni si ottiene 
8,.6(yt_4^«j y«-4r« 8f» — 4r2(a?«-|-y»— f«) -8r*a: 

y8-.4r« Sr*x — 4r«(a:«H-y«-r«) 

— !• ir«-fy«— r« Sr^x -2y« 

-x a:«-|-y*-r« Sr^x 

y»— 4r« 6r*a? — 2r«(ar«+y'-r«) 

y«-4r« 6r«a? -2f«(ar«+y«- r«) -r«ar 

che è l'equazione richiesta. 

Si vede che si stacca il fattore y* — 4r* cioè dell'inviluppo fanno parte le 
rette y = 2f-, y = — 2r come si era asserito in principio. 



4i-y 





-Sr^x 


2y« 








-2y« 





'^2r*x 






=0, 
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QUISTIONI PROPOSTE 



721. (0 Siano due serie a termini positivi 

Wl + tl« + tts + . . . Vi + Vt-{-Vt+ ... 

convergente la prima, divergente la seconda. Dimostrare che se ujvn, 
finisce per decrescere sempre, quando n cresce indefinitamente, si ha, 

lim -^ (t?i + 1?« + 1?8 + • • • + Va) = 0. 

(Per Vn = 1 vedi Borbl, Théorié dM foneiiona énHèrM, pag. 17, o U nostra * Analyais . . 
Teabner. 1903, S 207, e). 

E. Cesàro. 

. 722. Un triangolo ABC è circoscritto ad un circolo fisso. Trovare 
il luogo dell'ortocentro di esso, quando la retta r del lato BC rimane 
fissa e il vertice A percorre una retta /. Si consideri in particolare 
il caso in cui r, r' son parallele. 

723. Si considerino i triangoli rettangoli aventi per ipotenusa 
comune un segmento AB. L'inviluppo dei circoli di Brocard di questi 
triangoli è una podaria del centro di un'ellisse. 

724. Trovare il luogo dei baricentri dei triangoli formati da due 
rette fisse con una tangente variabile di una conica. 

E. N. Barisi EN. 



BIBLIOGRAFIA 



F. GoMES Teixeira. — Tratado de las curvas especiales notahles. Ma- 
drid, Imprenta de la * Gaceta de Madrid „ 1905, pagg. ix-632. 

È noto come gli antichi geometri greci si siano occupati di alcune notevoli 
curve: ad es. la quadratrice di Dinostrato. la cissoide di Diocle, la concoide di 
Nicomede ecc.; e come molte altre linee, algebriche di grado superiore al secondo 
o trascendenti, si siano presentate ai matematici, specialmente degli ultimi secoli, 
dai tempi di Galileo sino ad oggi. Però le notizie e le proprietà di queste curve 
erano, fino a poco tempo fa, disperse in memorie e libri non sempre accessibili 
alla maggior parte degli studiosi; e succedeva anche, talvolta, che una medesima 
curva venisse trovata per via diversa da diversi autori, e battezzata con nomi 
differenti, così da generare poi confusione e incertezze sulla priorità della scoperta. 



(i) La presente quistione ci è statn inviata dal prof. Alasia al quale era stata comunicata dal- 
l' illustre e compianto prof. Cesàro poco prima della sua morte. 
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Era quindi naturale che si manifestasse fra i matematici il desiderio di veder 
pubblicato un elenco delle curve conosciute, con una succinta esposizione delle 
loro principali proprietà: tanto più che confrontando fra loro alcune di queste 
curve, trovate con metodi assolutamente diversi, si era potuto stabilire delle re- 
lazioni fra di loro, in modo da considerarle come appartenenti a una medesima 
famiglia o a famiglie della medesima classe. 

L'accademia delle scienze di Madrid interpetrò il desiderio generale, proponendo 
pel suo concorso triennale del 1892 il tema seguente : * Compilare un catalogo 
** ordinato di tutte le curve di qualsiasi classe, che abbiano avuto un nome spe- 
*ciale, accompagnandolo con un'idea succinta della forma, equazione e proprietà 
* di ciascuna, con notizie sui libri o autori che prima le han fatte conoscere ,. 

Il concorso andò deserto, nonostante che nell' * Intermédiaire des mathéma- 
ticiens , il sig. Hftton de la Goupillière, proponendo la famosa quistìone 89, che 
su per giù riprendeva il tema deiraccademia madrilena, mostrasse quali vantaggi 
avrebbe potuto arrecare un'opera dedicata allo studio delle curve notevoli. (*) 

Nel 1895 il tema fu riproposto, e il premio assegnato all'opera di cui eggi ci 
occupiamo, la quale cominciata a stampare nel 1900, vide la luce solo cinque anni 
dopo, quando sullo stesso argomento erano ormai già noti i due volumi (litografati) 
di Henri Brocard, (*) così ricchi di notizie e d'informazioni e la magistrale opera 
del nostro G. Loria: Spezielle algehraische und trascendente ebene kurven; senza 
contare il trattato del Busset, nonché altri lavori. 

Ma se il ritardo nella pubblicazione dell'opera ha potuto togliere alcun che 
di novità, non le ha tolto nulla della sua importanza, essendo essa compilata con 
criteri diversi da quelli che informano i lavori citati, ed avendo di più il van- 
taggio di un'esposizione elementare, adatta alla maggior parte degli alunni delle 
università. Questo scopo didattico è fatto palese anche dall'A. stesso nella pre- 
fazione. (') Egli, piuttosto che uno studio di tutte le curve, ha fatto maestrevol- 
mente vedere come si fa per studiare le curve e, perciò, la lettura di questo libro 
sarà per i giovani di massimo interesse. 

Nello studio delle curve algebriche, l'A.ha seguito l'ordine indicato dal grado 
delle rispettive equazioni cioè, prima le cubiche, poi le quartiche e successivamente 
le sestiche e le biquartiche. Alle curve algebriche seguono le trascendenti, le 
spirali, le parabole e iperbole in generale, le curve cicloidali e varie altre curve 
piane: due capitoli sou dedicati alle curve gobbe e l'ultimo alla polodia ed er- 
polodia di Poinsot. 

Non bisogna credere che quest'opera sia una semplice compilazione. Le pre- 
cedenti pubblicazioni dell'illustre A. in molti periodici scientifici avevano già 
arrecato importanti contributi allo studio delle curve notevoli, specialmente delle 
toroidi e delle curve parellele all'astroide: e questi risultati son riprodotti nel 
libro. Del resto, il nome stesso dell'A. basta ad assicurare che anche là dove 
egli riproduce cose già note, debba trovarsi l'impronta del suo spirito geniale ed 
investigatore. 



(i) "...m'immagino un giovane geometra ehe utilizzi le sue letture per aprire, per ogni cnrya, 
un faaeìcolo, nel quale aecnmiili pazientemente, delle schede relative a tutte le proprietà clie ia> 
eontra... Questo giovane geometra... si preparerebbe così per Tavvenire la pubblicazione di un vo- 
lume che interesserebbe rertameute i matematici . . . „ 

(S) È noto che il col. H. Brocard si è sempre occupato con fecondi risultati della questione 
delle curve notevoli; e il ricco materiale pei suoi due volumi (che, essendo litografati, non pos- 
sono, pur troppo, aver larga diffusione) fu da lui cominciato a raccogliere fin dal 1866. Colgo 
Toccasione per esprimere air illustre matematico la mia gratitudine per le informazioni fornitemi 
e per avermi dato il modo di conoscere Topera sua. 

(3) * Molte questioni potevano essere trattate con maggior concisione, per mezzo di procedi- 
menti speciali; però ci è parso che un lavoro di questo genere, per essere utile, debba essere ac- 
cessibile a tutti 1 lettori che desiderano studiare qualsiasi delle curve considerate, anche se son 
sprovvisti di conoscenze scientifiche profonde; e perciò abbiamo sempre impiegato i metodi pib 
generali o conosciuti „. 
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modi distinti come luogo geometrico di punti le cui distanze da tre punti fissi 
son legate da una relazione lineare omogenea. 

Cap. V. Quavtiche notevoli, (Continuazione.) 
I primi undici paragrafi di questo capitolo sono dedicati allo studio delle se- 
guenti curve di quarto ordine; la concoide di Nicomede, dandone rapplicaziooe 
alla trisezione delTangolo e al problema di Delo; la parabola virtualie o hieaccia 
e il caso particolare in cui essa diventa un otto (lemniscata di Gerone); la cru- 
ciforme (kreuzkurve) per la quale sono estesi i teor. di Wejr e Scboute (V. cap. ili) 
e sono riportate le definizioni di Neuberg e Retali; la puntiforme (koklenspitzen- 
kurve), la piriforme, la curva del diavolo, il folium semplice, il bifolium, esten- 
dendo questa denominazione al grappo di curve definite dall'equazione 



y = ± Va? (V/> - flx ± Vr — bx) , 

cbe comprende le curve di Cramer e le quarticbe studiate da Ruiz-Caetizo; il 
tn folium, il bicorno (cocket Hat), di cui è data la semplice costruzione di Scott e 
la curva K. 

Nel paragrafo dodicesimo sono considerate le concoidi focali delle coniche, 
delle quali è studiata la forma, ed è notata l'identità delle concoidi ellittica e 
iperbolica colle curve di Jerabek. 

Cap. vi. Seetiche e biqnartiche più notevoli. 

In questo capitolo sono considerate: la curva di Watt, Va8troide,]e curve pa- 
rallele aWastroide, già dall'autore studiate in precedenti pubblicazioni; le evolute 
delVrlliese e dell* iperbole, o tetraeuspidi di Bellavitis, notando la differenza fra 
queste curve e le parallele all'astroide, colle quali talvolta sono confuse; lo sca- 
rabeo, V atriftaloide di Haugton, applicando all'equazione della curva il teorema 
di Sturm per determinare le ordinate massime e minime; e la curva di Talbot, 
considerata come podaria negativa dell'ellisse. 

Il paragrafo ottavo di questo capitolo è dedicato alle toroidi o curve parallele 
all'ellisse, riportando i notevoli risultati conseguiti dall'A. in lavori precedenti sia 
su queste curve che sulle loro podarie centrali. 

Interessante, nel paragrafo nono, è lo studio della curva equipotenziale di 
Cayley, nel quale, con metodo originale è ritrovata la forma della curva ed è di- 
mostrato che la somma delle 8 distanze di un fuoco dai punti d'intersezione di una 
retta colla curva è costante; ed è pure costante il prodotto delle 8 distanze di un 
fuoco dai punti d' intersezione della curva con una retta passante per l'altro fuoco. 

Cap. VII. Curve trascendenti. 

Nel primo paragrafo è trattata la logaritmica di Torricelli, e insieme una 
curva che può da essa dedursi, detta visoria dall' ing. Saareda che la trovò nel 1886, 
studiando la miglior forma da darsi a un anfiteatro, in modo che tutti gli spet- 
tatori possano vedere un determinato punto della sala. 

Nei paragrafi seguenti sono studiate: le catenaria, la trattrice di Leibnitz, 
facendo notare che essa è un caso particolare di una famiglia di turve indicate 
dal Duran-Loriga; la sintrattrice di Sylvester, la catenaria di egual resistenza, la 
sinusoide, accennando anche alla tangentoide e alla secantoide, e alla sinusoide 
speciale studiata già dall'A. nelle * Memorie dell'Acc. di Madrid , e nel * Giornale 
di Creile ,, definita dall'equazione mod sen {x + iy) = e; la quadratrice di Dino- 
strato, la curva elastica o lintearia (muldeukurve) e la curva isocrona paracenirica, 

Cap. Vili. U spirali. 
In questo capitolo sono considerati: la spirale d'Archimede, la spirale di Galileo, 
la spirale di Fermat, e quella parabolica che la comprende; la spirale iperbolica^ 
il lituo di Cotes, la spirale logaritmica, quella di Poinsot, la spirale trattrice, la 
eocleoide, che è l'inversa della quadratrice di Dinostrato, e della quale molte pro- 
prietà furono studiate dal nostro prof. Cesàro, rapito recentemente, in modo così 




PERIODICO DI MATEMATICA. 95 

crudele, alla scienza; la clotoide trovata da Jac. Bemrmilli, ma denominata e stu- 
diata dallo stesso Cesàro, e poi da Pirondini, come facente parte di una famiglia 
più generale di curve; la pseudocotenaria e la pseudotrattrice dello stesso Cesare. 

Cap. IX. La parabola e V iperbole. 
Dopo un paragrafo, nel quale sono studiate in generale le parabole, cioè le 
curve definite dalTequazione y = a^-^a:^ si considerano nei paragrafi seguenti i 
casi particolari, corrispondenti alla parabola eemieubica o dì Neil, e la parabola 
eubica o di Wallis, Chiude il capitolo un paragrafo, analogo al primo, nel quale 
sono date alcune proprietà generali delle iperbole, cioè delle curve definite daU 
Tequazìoue y = a^^x"^, 

Cap. X. Curve cicloidali. 

Nei sette paragrafi di questo capitolo sono considerate: la cicloide ordinaria, 
le cicloidi allungate e accorciate, le epicicloidi e le ipoeicloidi, e specialmente la 
ipocicloide tricuspidale, riportandovi gli eleganti teoremi di Steiner, Cremona, 
Painvin, Longchamps, Brocard, ecc. su questa curva e le sue podarie, e consi- 
derando pure la quartica trinodale, che all' ipocicloide tricuspidale è intimamente 
connessa; Vevolvente del circolo e le ipocicloidi e epicicloidi allungate. La rulletta 
di Delaunny, studiata nel paragrafo sesto, è un opportuno esempio delle ruUette, 
di cui la teoria generale fu esposta dal Cesare. 

11 paragrafo settimo è dedicato alle curve che Cesare chiamò psendocicloidi e 
altri paracicloidi e ipercicloidi. 

Cap. XI. Varie classi di curve. 
In questo capitolo sono considerate le perle di Sluse, le rodonee di Grandi, 
estendendo a queste curve il teorema di Fagnano, noto per gli archi d'ellisse; le 
spighe, i nodi, le curve di Lamé, e le curve triangolari simmetriche, di cui quelle 
possono considerarsi come prospettive; le ctirre d'inseguimento, dette anche del 
cane o di Bouguer, le spirali sinusoidi, delle quali si riportano le principali pro- 
prietà trovate da H&ton de la Goupiilière e da Bassani, e le curve di Ribaucour 
insieme alle spirali sinusoidi, fan parte di una famiglia piìi estesa di curve, di 
cui s'occupò pure il Cesare. 

Cap. XII e XIII. Cftrve a doppia curvatura. 
Nel primo dì questi capitoli sono considerate alcune curve gobbe che possono 
tracciarsi su una superficie sferica, cioè: le spirali di Pappo, la finestra di Viviani, 
e la lemniscata sferica di Endossio, di cui essa è un caso particolare, le delie del 
P. Grandi, la curva lossodromica, Vepicicloide sferica e Vellisse sferica, la quale 
fa parte delle cicliche. Alle cicliche in generale è poi dedicato un paragrafo spe- 
ciale, i cui resultati sono applicati a ritrovare le proprietà dell'ellisse sferica. 

Nel capitolo XIII sono studiate le eliche (cilindrica, conica e cilindroconica) i 
circoli storti, nonché le coniche logaritmiche dì Booth provenienti dall'intersezione 
d'un paraboloide di rivoluzione con un cilindro retto, avente per base una conica; 
la curva d'Archita, Voroptera di Helmoltz, cioè quella curva che ha per proiezione 
sul piano xz una cubica dell'Agnesi e sul piano yz una serpentina di Newton; e 
le curve di Bertrand. 

Cap. XIV. 

Quest'ultimo capitolo è dedicato alla polodia, hìVerpolodia e alla spirale di 
Poinsot; notevole in questo capitolo la dimostrazione che l'erpolodia non ha né 
flessi, né punti di regresso. 

Seguono tre note: una sulle curve anallagmatiche, una sulla formula di Pltlcker 
adoprata nel cap. I, § 4, e una sulle coppie di curve che sono una prospettiva 
dell'altra. 

Chiudono il volume gli elenchi alfabetici delle curve studiate e degli autori 
citati, 

E. Naì^i^ei, 
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L'ASSOCIAZIONE " MATHESIS „ 



Le elezioni del Giugno confeiTnarono in carica tutto il Comitato direttivo del 
biennio precedente, presieduto dall'egregio professore dott. Enrico De Amicis, pre- 
side de] R. Istituto tecnico di Forlì, e la maggioranza dei rieletti accettò Tofficio. 

Il 28 Settembre ebbe luogo a Bologna l'adunanza del Comitato suddetto, e 
tale adunanza fu assai notevole per alcune deliberazioni prese. 

Gl'intervenuti riconobbero che l'associazione non è più fiorente come qualche 
anno fa, che la sua voce non ò più ascoltata come una volta. 

Basti ricordare che i programmi di matematica e fisica per le scuole medie 
del 1900 furono fatti, accogliendo ed armonizzando le proposte, le osservazioni^ 
i desideri degli insegnanti di tutta Italia, di cui l'Associazione * Mathesis , e la 
Società Italiana di Fisica si erano fatti autorevoli interpetri, come è dichiarato nella 
relazione che precede i detti programmi; mentre i nuovi programmi del 1904 
relegarono la matematica fra gl'insegnamenti di secondaria importanza, e susci- 
tarono le proteste, inascoltate, di tutti gl'insegnanti delle scuole medie. 

È dunque evidente che l'Associazione * Mathesis , non è più ritenuta ora 
autorevole come nel 1900. Non sta a me indagare tutte le cause di questa dimi- 
natio eapitis, ma ò certo che una importantissima si deve ricercare nell'avere 
accentuato la separazione fra insegnanti medi e superiori (separazione che io ho 
sempre biasimata), e che fu resa palese sopratutto nel Congresso di Napoli, nel 
quale si esclusero dalla presidenza i professori universitari, mentre nei due pre- 
cedenti congressi di Torino (1898) e di Livorno (1902) tutti si ritennero onorati 
di avere a presidenti gl'illustri professori D'Ovidio e Bianchi. 

È naturale che tale separazione sia voluta dalla Federazione Nazionale dei 
Professori delle scuole medie, la quale si propone di tutelare gl'interessi mate- 
riali della classe, ed ha mostrato coi fatti di sapere raggiungere gl'intenti che 
si era proposta; ma non è giustificabile in una società che si propone di tutelare 
soltanto gl'interessi scientifici e didattici di una determinata disciplina. 

Per queste ragioni il Comitato deliberò di proporsi come scopo immediato # 
principale la trasformazione della '^ Mathesis ., che dovrà assumere il titolo 

MATHESIS 

t 

90CIBTA ITALIAM DI »AT£MAT[CA* 

Essa dovrà Accogli ero tutti J ciìUovi della rnaUmaticA, a qualunque grii^<^ 
d*insegaamento cs&i appartougano; con^iervnniJo però il suo carattere eminente* 
mente educativo & didattico. 

Conlidfamo che la proposta tmaformazione verrà favor e voline ti te accolta dall» 
maggioranza del soci e disgli illu^iirJ col leghi uiiLversituLÌ cam chiamati a dar^ 
nuova vita alla ^ Matliesia „, la giiaie, non iitì diibliiamDf continuerà a rendere 
ancora e por lungo tempo utili &&ty\zì airiiisegP.^mt^iito. 

Segi'otario economo deirAssi/cìazioiie è il Prof. Gaetano Kibonì (Via Vittoria 
N^ 5S, Milano) al quale devutio esjgcre imliiizz;ate tutte le comuntcazionl dei 
e degli aderenti alla progettata traaforniaziane. 

Gitruo LAzzMRt — Dìrettore-resixìmabììe 



giornàu che fanno n. càmbio col periodico di Matematica, 



Italiani: 



Atti della R, Accademia di Bologna, 
Atti della IL Accadetnia di Napoli. 
Atti del R, Istituto Veneto. 
Atti delV Accademia pontaniana 

(Nnpoli). 
Bollettino di Bibliografia e Storia 

delle Scienze matematiche (Tov'uio), 
Giornale di Battaglini (Napoli). 
R Monitore Tecnico (Milano). 
// Nuovo Cimento (Pisa). 
La Rassegna tecnica (Messina). 



La Rivista tecnica (Torino). 

La Rivista tecnica italiana (Roma). 

La Scuola Secondaria Italiana 

(Milano). 
Ueco degli Ingegneri e Periti agri- 

mensori (Pesci a). 
Rendiconti del Circolo matematico 

di Palermo, 
Rivista agricola industriale (Roma). 
Rivista di Matematica (Torino). 
Rivista Marittima (Roma). 



Stranieri: 

American Journal of Mathematics (Baltimore). 

Americati mathematical Montldij (Kidder). 

Annaes scientificos de la Academia polytechnica do Porto (Coimbra). 

Annals of matematics (Cambridge-Mass). 

BibliotUeca matli ematica (Leipzig). 

Bulletin de la Société mathématique de France (Paris). 

Bullettin de la Société phisico-mathématique de Kasan (Kasan). 

Bnlletiin of the American mathematical Societf/ (New-York). 

Communications de la Société Mathématique de Kharkow (Kliarkow). 

Gaceta de matemàticas elementales. Vitoiia (Spagna). 

Intermédiaire des Mathématiciens (Paris). 

Jahresberichte der-J^ntschen mcrthematiker Vereinigung (Berlin). 

Journal de mathématiqnes élémentaires par H. Vnibert (Paiis). 

L Education mathématique par 1. Griess et H. Vuibert (Paris). 

U Enseignement mathém., recue internatlonale par Laisant et Fehr(Paris). 

Mathematical Gazette (London). 

Mathesis (Grand). 

Memorias de la Sociedad cientifica Antonio Alzate (Mexico). 

Niew Archief voor wiskunde (Anisterdani). 

Nouvelles annales (Paris). ^ 

Proceedings of the London mathematical society. 

Report of the National Museum (Washington). 

Report of the Smithscnian Institution (Washington). 

Revista trimestral de matemàticas (Zaiagoza). 

Reme semestrielle des publicationa mathématiqnes (Amsterdam). 

The mmnìs of mathematics (Cainbiidge-Massachnsset). 

The Proceedings and Transactions of the Nova Scofian Institu^ 

Science (Hah'fax, Nova Scotia)." 
Transactions of the Texas A cade mg of Science (Anstin). 
Viadomosci materna fycznych (Warszawa). 
Vhtnik òpitnoi Fìslkl i eiemmtarnoi Matemàtichi. Isdavaen 

nietom. Pod redaktsiei V. A. Zimmermana. Odes? 
Zeifschrift fiir math. und naturns. Unterricht (Leip-^* 
Wiskundig Tijdschrift (Rotterdam). 
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APPUNTI DI (M-D-EDROMETRIA IPERSFERIGA 



{CaniiHmt^, ■ jAn» p, fawc. prwcJi 



§ 8. — Estensione della formula di Erone. 

Le formiìle (10), (11) e (12) conducono concordeineiito alla rela- 
zione: 

li,nAll"-^-={n-2)!V, (51) 

doA'e V rappresenta la misura <iell'(» — l)-eJro nel quale tende a 
trasforma rei Y (n — l)-edro ipersfei'ico quando col crescere di R 
all'oa la varietà sferica che \o cotitiane tonde a diventare un Sn-t H- 
lìeare passante pei medesimi vertici. 

Osserviamo che dal triangolo ApB^Bt si ricava: 



\ 



da cui 



BiBt = 4R' . sea' i BiÀ^Bk = 2RM 1 — cos B|Bk}. 



cos BiBt = 1 



2K' 



B,H.* 



Sosti tnendo questo valore nella (13) si troverà 
X 1 

1 



à' = 



B*B,' 



;ii* 



2K' 
1 . 



1 — 

1- 



B|D b-1 

2R* 



1 — 



B„-iBi' 



B„_iBi 



Per svilupjjare questo determinante osseiviamo die, scrivendo 
1 — ^0 al posto di 1 nella diagonale principale, esso potrà decomporsi 
nella somma di altri determinanti dello stesso ordine; di questi al- 
enili saranno nulli per avere almeno due colonne nguali e in cotise- 
gnenza rimarranno: quelli che si ottengono prendendo da una sola 
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colonna i primi termini e dalle rimanenti ì secondi (e questi sa- 
ranno in numero di n — 1), e l'altro: 





B,B,* 


B.B.' 
- 2R' • • • 




BiBn-l 

— 2R' 
B,B'„_. 


~ 2R» 


— 2R" 








B„_,B.' 


B„_.B,' 


n 



21i» 



2R« 



In quest' ultimo si può porre in evidenza il fattore (— 2R')'""°, 
mentre negli altri n — 1 si può porre in evidenza il fattore (— 2R*j*-°. 
Scrivendo che A' è uguale alla somma di questi n determinanti, mol- 
tiplicando ambo i membri dell'uguaglianza risultante per R*°~* e 
passando al limite per R infinito, si ba: 



{« 



■2)!V = y^3|^. (52) 

dove A sta a rappresentare la somma dei determinanti che si otten- 
gono dal determinante: 







BaBi 



B1B2 




BsBs 



BiBn-l 
BiBn-l 



I>n_lBi Bn-lBs Bn.iBs ... 

facendo uguali all'unità una prima volta gli elementi della prima co- 
lonna, una seconda quelli della seconda e così di seguito. 
La (52) costituisce l'estensione della formula di Erone. 



§ 9. — Le formale fondamentali. 



Come già facemmo nel secondo paragrafo per trovare una espres- 
sione del seno dell' (n — l)-edro ipersferico in funzione dei seni dei 
lati uscenti da un vertice e del seno dell'angoloide da essi compreso, 
conduciamo pel vertice Bi gli Si tangenti ai lati uscenti da esso e 
indichiamo con Ph il punto ove la semiretta AnBh incontra l'Si tan- 
gente a BiBh in Bi. Applicando il noto teorema delle proiezioni alle 
facce dell' n-edro così ottenuto, fatta eccezione di quelle opposte 
ad Ai e Ao, e osservando che l'angolo formato dalla faccia On con 
ciascuna di quelle uscenti da Ai è retto, perverremo a formule del 
tipo seguente: 



mte: 
Gos BiBh . sen bh = 2k sen bk . cos BiBh . cos (6k^), 



(53) 
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dove h è differente da «, e k può prendere tutti i valori interi da 1 
a n — 1, eccettuato il valore i = A. 

Si otterranno così (n — 2) (n — 1) relazioni fra le n — 1 facce, gli 
n — 2 lati uscenti da un vertice e gli n — 2 angoli che una faccia 
forma colle rimanenti. Esse costituiscono l'estensione delle formule 
delle proiezioni. 

Osservazione I. — Supponiamo che T (n — l)-edro ipersferico sia 
{n — l)-rettangoIo in Bp: per vedere come si semplificano le (53) 
in questo caso osserviamo che essendo nulli i coseni dei diedri for- 
mati dalle facce passati per Bp, basterà, nei secondi membri delle (53) 
omettere quei termini in cui manca, entro parentesi, l'indico p. Ri- 
marranno così quelli nei quali uno dei due indici h okè uguale ap, 
cosicché le formule domandate saranno: 

sen ih = sen bp . cos (6h&p) . w^ (54) 

dove 6^ è un cateto e bp l'ipotenusa. In questa formula i può pren- 
dere i valori 1, 2.. .A — 1, A + l...n — 1. Seguono le: 



cos BiBp 
cos BiBh 



cos BaBp 



cos Bn-iBp 



(55) 



cos BaBh * " cosBpBh cos Bn-iBh 
Osservazione IL — Scriviamo le n — 1 relazioni: 
seD&ico8Bi^Bi=8en6scosBijB2COs(^22»i)+--+8en!>]i>icosBijBn.iC08(òn-i&i). 

: • :;::::;:;••;;;::;: ; : ; ; ; ; ; (56) 

8eil6Ì-iC08B£„_iBn-l"8eilftiCOsBij,_iBiCOS(6i&n^l)+...-f8en6n-jC08Bi^_jBn-2C03(6n_j&n_i) 

che si ottengono facendo nelle (53) A = l,2...n — 1, e dove h /« .. . in-i 
posson prendere i valori da 1 a n — 1 esclusi 1, 2 ... n — 1 rispetti- 
vamente. 

Queste possono considerarsi come formanti un sistema di equa- 
zioni lineari omogenee nelle n — 1 incognite: 

sen bi sen 6a . . . sen òn-i 

che non possono esser nulle. Si richiede pertanto che sia nullo il de- 
terminante dei coefficienti: 



— cos BiiBi cos BijBj cos (ftaW ... cos Bi^Bn-i cos (in-lSl) 

cos B|„_iBi cos (il bn-l) cos Bi„_iB8 cos (6a6n-l) ... — cos Bi„_iBn-i 



(57) 



Uguagliando a zero questo determinante si ottengono delle relazioni 
che hanno per corrispondente quella contrassegnata ne' miei * Fonda- 
menti per la geometria dell' n - edro in uno spazio lineare con n — 1 
dimeìisioni „ col numero (18). 

Osservazione III. — Chiamando regolare un (n — 1) - edro iper- 
sferico quando ha uguali tutte le facce a A' dimensioni (/c=l. 2...n — 2) 
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e i diedri pure uguali, la relazione che si ottiene uguagliando a zero 

il determinante (57) ci fornisce un legame fra il lato e il diedro di 

tale (n — l)-edro. Essa è, facendo per esempio in generale th = A+1, 

se A = l,2...n — 2 e in-i = l, e indicando con Z e d le misure del 

lato e del diedro rispettivamente: 

— cos l cos d cos d . cos l .. . cos d . cos l 

cos d . cos l — cos l cos d cos d . cos l 

— (5o) 



cose?, cos 2 cos d. cosi cos c^. cos 2 — cosi 

Questa relazione si tiene facilmente a memoria ove si osservi cbe 
chiamando ars Telemento che occupa la linea r- esima e la colonna 
^- esima, si ha: 

ahh = — cosi per A = l, 2, ...n — 1. 
ah.h+i = cosd per h = l,2,...n — 2 
«p. q = cosi. cos rf con g— p + (0»l)« 
Le formule (53) costituiscono il primo gruppo di formule fonda- 
mentali: il numero di questi gruppi è — ^ — se n è dispari e -^ se n 

è pari. Ci fermeremo qui a cercare un gruppo speciale, ma il proce- 
dimento di cui faremo uso ci additerà senz'altro la via da seguirsi 
nel caso generale. 

Cominciamo con lo scrivere le (53) sotto forma più adatta ponendo 
in generale: 

A-rs = sen ir . cos Bi^B» > (59) 

dove tr ha il medesimo significato che sopra. Così il sistema pren- 
derà l'aspetto: 

ili = hi cos (ès^i) + *8i cos {bthi) + . . . + in-x.i cos (én-iii) 

A'ii = ku cos (bibi) + hi cos (ia&i) + . . . + in-i .! cos (bn-ibi) (60) 

in-l . n-l = *1 . n-lC0S(6iÌn-l)+Ì« . n-lCOS(6a6n-l)+...+Ìn-8 . n-lCOs(Ìn-a^n-l). 

Proponiamoci di determinare i parametri X1X9 . . . Xn-i in modo che 
sommando membro a membro le (60) dopo averle moltiplicate ordi- 
natamente per i detti parametri, il secondo membro contenga, fra i 
coseni dei diedri quelli formati da facce aventi a comune un dato 
vertice. Fissiamo che questo vertice sia Bn-i: i valori da attribuirsi 
alle X si troveranno risolvendo le equazioni: 

X, . kn^i.i + Xn-l . Ai.n-l = (l = 1, 2 ... fi - 2) (61) 

che si ottengono annullando i coefficienti dei coseni dove tra paren- 
tesi figura l'indice « — 1. A queste condizioni si soddisfa ponendo: 

fXn-i=-l 

Ar,.n-i (62) 



.X, = 



kn- 



Prc 
ov\ 

del 
fon 



do\ 
tan 

plic 
prò 
sen 
qun 
gat 
in ] 
iud 

mer 
tale 



se : 
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par 
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dove lc% è Taltezza deir(n — l)-edro relativo alla faccia br |e Ai il 
seno dell'angoloide di vertice Bi. 

Un'altra serie di relazioni ci viene fornita dal teorema di Stewart 
e dalla (57) uguagliata a zero. Si ricavino dalla formula (26) i coseni 
dei diedri in funzione delle ceviane corrispondenti alla divisione dei 
lati in dati rapporti. Sostituendo questi valori nel determinante (55), 
e uguagliandolo a zero potremo ottenere numerose relazioni fra le 
sezioni mediane, bisettrici, simediane ecc. e gli elementi deir(n— l)-edro 
ipersferico. Si può anche eliminare dalia relazione ottenuta annul- 
lando il determinante (57), invece che i coseni dei diedri^ quelli dei 
lati, servendosi sempre della formula (26), ma della ricerca di tali 
relazioni lasciamo la cura allo studioso. 

Prendiamo ora a considerare il gruppo di relazioni che si ottiene 
dal sistema (53) facendo, per esempio, h^n — ì e successivamente t 
uguale a 1,2, . .?* — 2. 

GosBiBn^i9en^„-i=senfiii_,cosBiBu^BCos(òn-»6u^i)-f.,.+aenZ>iCos(J^n-iÌi) 



C03Bti-8Ba_iSenÒa^l-^SenÌn-»C0S(tD^a^a-i)+-*+seniiC0sB„^iBn_iC0S{io-*Ìii^i) 

Da esse si ricava, ponendo 

cos BiBn-s cos BiBjj_B , , , 1 

cos BflBti-s cos BiBn~^3 - - - 1 cos B^Bi 



C = 



(68) 



1 COsBu_iBa-a COsBn-iBi 

6 indicando con Ck il determinante che si ottiene da C sostituendo 
agli elementi della colonna (n — 1 — ij-esima i coefficienti dì sen 6n-i: 

C . sen òit , cos (^k^n^i) = Ct . sen h^-i (69) 

dove Jt va da 1 a ?i — 2. Questa relazione lega ì seni di due facce e 
il coseno del diedro che esse formano, coi lati deir(n— l)-edro iper- 
sferico. 

Da questa formula segue che per tutti i valori di i da 1 a n — 2 è: 

sen h^ , COR (ÌA-i) 



0, 



= costante. 



m\ 



Andiamo ora a trovare una formula cìie ci dia il coseno del leggio 
della sfera a n — *ì dimensioni circoscritta flir(H^ — l)'edro ipersferico, 
raggio la cui misura sarà chiamata R, in funzione degli elementi di 
questo. 

Indichiamo con: 



^^n—\A OCji— 1^3 



■ 3ta— l .u-l 



i coseni di direzione delle con giungenti il punto An coi vertici 
Bt . i • BxL^i, e proponiamoci la questi ojie di determinare una direzione 



m _-*^ i mlMMà m t ii**^-*"^ :r w^~ z t Ar^ * «* 
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uscente da Àq tale che gli angoli che essa forma con dette congiun- 
genti siano uguali. Detti ai, as, . . . ,a n-i i coseni direttivi di tal retta, 
deve aversi: 

2ai8 . as = A (h cost. minore d'uno) 

per tutti i valori di i ed « da 1 a n — 1. 

Osserviamo che l'eliminazione di h fra le n — 1 equazioni prece- 
denti conduce al sistema di n — 2 equazioni: 

S aa . (aie — a».) = 
S (Xs . (oas — asa) = 



. S as (an-9. 8 — an-i . s) = 0. 
Da esse si ricava per le a: 

dove M^ rappresenta il minore della matrice 



(71) 



an — aai 
aji — a«i 



' OCi.n— 1 — a2.n-i 
. aa.n-i — as. n-l 



an— «.1 — an— l.n— 1 • • • an-2.D— 1 — an-l.n— 1 

ottenuto sopprimendo la colonna ^-esima. 
Ora si ha manifestamente: 

h = cos R 
per cui: 

Ma l'espressione S (— l)'+^auM8 non è altro che il determinante: 



an 
aii — ctn 



ais 
aia — «M 



a. n-l 
ai.n-l — a», n-l 



an— 8.1 — an— 1.1 an-a.2 — «n— 1.2 ... an— 2.n— 1 — «n-Ln— 1 

il quale differisce pel fattore ( — 1)°~^ da A, cosicché sarà: 

cos»R = ^,. (72) 

Basta notare che, eseguendo il quadrato della matrice M, si ottiene 
un determinante simmetrico il cui elemento aik è dato da: 

aoc = cos BiBk + cos Bi+iB^+i — cos BiBk+i — cos Bi+iBk , (73) 

per concludere che la (72) ci fornisce un'espressione del coseno del 
raggio della sfera a n — 3 dimensioni circoscritta air(» — l)-edro iper- 
sferico in funzione dei soli lati, se per A si tenga conto della formula (13), 
in funzione dei Iati e di altri elomenti se ci piaccia tener conto 
delle espressioni di A forniteci dalle (10), (11) e (12). 
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Osservazione I. — Supponiamo cbe V{n — l)-edro ipersferico sìa 
regolare, e vediamo qual forma assume la (72) in tal caso. 
Se poniamo, ai solito, cos BiBk = cos /, si ha: 

1 cos l . . . cos l 



A" = 



cos l 1 



. cos 2 



cos l cos l , . . 1 
1 — cos l 



1 



cosi 

1 

1 



1 



cosi 



cosi 

1 



14 



1 — cos l 



cosi 



■ COS" 



Basta rammentare che per note proprietà è: 

l + di 1 ... 1 
1 1 + a, . . . 1 

1 1 . . . 1 + On-l 

perchè, facendo di ^ a, ^= , . . = «n-i = 

A» = {1 — cos l)"-* . {1 + (n — 2) cos l) 



/, , 1 , 1 , , 1 \ 



1 



-cosi . 



(74) 

Questo per A. Quanto poi a M' si osservi che i àoli elementi a^ che 
sono differenti da zero sono quelli per cui k — i è o zero o in valore 
assoluto uguale a uno e precisamente nel primo caso e, per la (73): 

akk = 2 . (I — cosO 

e nel secondo, sempre per la (73): 

Gk.h+i = rth+i.h = cos l — 1. 

Ponendo in evidenza il fattore 1 — cos{ da ciascuna linea si ot- 
tiene: 

2—1 ... 
— 1 2 —1 ... 



M" = 







1 2 



(1 — cos ly 



n-i 



Il determinante che figura come coefficiente di (1 — cos /)°~' si 
vede, abbastanza facilmente, che è uguale a n — 1. 
Ne segue 

(„ __ 1) . cos' R = 1 + (n — 2) cos L (75) 

Osservazione IL — L'eliminazione di cosR fra le (45) e la (72) 
'induce a delle formule che ci forniscono cos OG, cos 01, cosQK ecc. 
'one degli elementi deir(n — l)-edro ipersferico. 

•no ora con Pu pia . . . 3i.n-i i coseni di direzione di quel rag- 
-^endicolare in An aU'Sn-s individuato da An stesso e 



PERIODICO DI MATEMATICA. 



105 



dai vertici che rimangono dopo escluso Ai, che si trova con AnAi 
nella medesima delle regioni in cui lo spazio Sn-i vien diviso dall' Sn-2. 
Questa semiretta e le altre che si ottengono facendo andare i da 1 
a n— 1 incontreranno la ipersuperficie sferica nei punti B'i,B'a,...Bu-i 
che saranno vertici dell' (n — l)-edro ipersferico polare. 

Se I è il centro della sfera a n — 3 dimensioni inscritta in BiB8...Bn-i 
e il cui raggio è r, detti Ci,Cs, . .. Cn-i i punti di contatto di detta 
sfera con 6i , 6a, . . .&n-i rispettivamente, portando sui prolungamenti 
degli archi Ci I, a partire da I, degli archi uguali a 90° — r, perver- 
remo ai punti B'i , B'a , . . . B'n-i. Il centro della sfera a « — 3 dimen- 
sioni inscritto in BiBa...Bn-i distando dai vertici B'i , B'8,...Bn-i 
di 90° — r, è dunque anche il centro della sfera a n — 3 dimensioni cir- 
coscritta al suo polare e i raggi delle due sfere sono complementari. 

Segue da ciò che per avere il raggio r della sfera a n — 3 di- 
mensioni inscritta basterà nella (72) cambiare R in 90° — r e le a 
nelle p con che si verrà a porre 180 — (6i6k) al posto di BiBk. Se 
indichiamo con D ed N gli analoghi di A ed M costituiti per le p, 
troveremo: 



sen" r = 



N' 



(76) 



dove l'elemento &ik del determinante N^ sarà dato da: 

6ik = cos (6i 6k+i) + cos (6i+i 6k) — cos (èi h) — cos (6i+t &k+i). (77) 

Nel caso in cui si tratti di un (n — l)-edro ipersferico regolare, 
avuto riguardo alla (75) e all'altra: 



{n — 1) . sen' r = 1 — (n — 2) cos rf, 



(78) 



che si ottiene in modo del tutto analogo dalla (76), si perviene alle 
formule 

cos' R 1 + (n — 2) cos l 



sen' r 1 — (w — 2) cos d 

sen'R 1 — cos l 

cos' r 1 + cos d ' 

dove cos l e cos d sono legati dalla relazione (58). 



(79) 
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attribuire a me, e non alPopc 
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I. — Cenno 

1. I numeri reali si p« 
finite coppie, che costiti 
sistema C. La coppia dei 

2. Due coppie (a, J), (: 
si pone 

(a, i) = l 

Si prova subito che p 
leggi formali. 

Se, p. es. si vuole dimoi 
si deduce (a, b) = {a\ 6"), 
b = b\ b'=b"; quindi a = 

3. Date due coppie (r 
con (a, i) + («', i), la co; 

(a,h)-\ 

La somma di più di 
reali. Si verifica facilmen 
le leggi formali. 

4. Si indica qualche ^ 
per i numeri reali si ha 

(a,6) + = (a, ; 

E se m è un numero 

I 
Segue che: 
a) Se (a, b) è un ent( 
6; Se (a, 6)=- (a, 6'), n 
Infatti: dall' HP si hi 
ù pmcìLt^ i'-ì : 

cioè, Df: 
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c) Se m ed n sono numeri reali, anche m + n è un numero reale, 
perciò 

(m + n) (a, 6) = [{m + n) a, (m + fi) 6] Df 

= [(ma + nal (mb + nb)] Distrib. (X, +) 

= (wa, nìb) + (w«, nb) P3 

= m (a, 6) + n (a, 6). Df 

Dunque, Trans. : 

(m + n) (a, 6) = m (a, 6) + w (a, 6). 

((^ Similmente si dimostra che 

m [n (a, b)] = (wjn) (a, ò). 
e) E poi 

l(a,6) = (l(i,lò) = (ci,&), 

0(a,&) = (0a,06) = (0,0) = 0. 
E posto (a, è) — (a , 6') = (a, 6) + [— 1 (a', 6')], risulta 
(a,6)-(a,6) = 0. 



II. — Cenno sni sistemi lineari. 



5. I numeri reali formano un sistema di enti che godono delle 
seguenti proprietà. 

a) È definita fra essi l'eguaglianza, che gode delle leggi formali. 

b) È definita la somma di due enti del sistema, e poi di un qua- 
lunque numero di enti, e tale somma è pure un ente del sistema, e 
soddisfa alle solite leggi formali. 

e) Se w, w, a, 6, e, . . . sono enti del sistema, anche ma è un ente 
del sistema; se a = b, anche ma = mb; 

m{a-\-b) = ma'^ mb ; 
{m + w) a = ma + na ; 

m {na) = mna ; 
la = a, Oa = 0. 

Inoltre, posto a — b^=a-\-{ — 16), si ha 

a — a = 0^ a + = a. 

6. Ogni sistema di enti che gode di queste proprietà si chiama 
sistema lineare. 

I numeri reali formano un sistema lineare, gli enti del sistema C 
formano pure un sistema lineare. 

7. Dicesi dimensione d'un sistema lineare il numero degli enti in- 
dipendenti del sistema, dati i quali, ogni ente del sistema si può de- 
terminare. 

I numeri reali formano un sistema lineare a una dimensione. 



PERIODICO DI MATEMATICA. 109 

Infatti, se a è un dato numero reale, non nullo,^ b un altro nu- 
mero reale, posto 

oper/a si ottiene 

X = bla. 

Così da a si ottiene 6, oper X [bla). 

Gli enti del sistema G formano un sistema lineare a due dimen- 
sioni. Infatti, siano (a, ò), (a\b') elementi qualunque indipendenti di C, 
e sia {a*\ b") un'altra coppia qualunque. 

Siano X ed y numeri reali tali che 

x(a,b) + y(a\b') = {a'\b'r (1) 

cioè P4* 

{xa,xb) + {ya',yb') = {aWh 
ovvero ancora, P3: 

{xa + ya\ xb + yb') = (a", i"), 
e infine, P2 : 

xa 4- ya = o" 
xb + yV=b". 

Il determinante dei coefficienti, cioè il denominatore comune dei 
valori di a: ed y, è 

= a6'— a'i. 



a a 
b V 



che non è nullo; perchè, se fosse ab'=ab, si avrebbe 

da cui 

a = a% b = b% (a, b) = h (a\ b^ 

e le coppie (a, ò), (a\ b') non sarebbero indipendenti. Dunque x ed y 
esistono. É manifesto poi che unica è la coppia dei valori di x ed y 
con cui si effettua la trasformazione (1). 



III. — Cenno snlle operazioni distributive. 

8. Dato un sistema lineare A, su d'ogni ente a di A si eseguisca 
un'operazione R, e si indichi con Ra l'ente che si ottiene. Si sup- 
ponga che gli enti Ra formino pure un sistema lineare; allora la R 
si dirà una trasformazione lineare, E se, essendo m un numero reale, 
ed a, a' enti di A, siano verificate le identità 

R(a + o') = Ra + Ra, 
R (ma) = wi (Ra), 

allora l'operazione lineare R dicesi distributiva. 

Si yeri6ca subito che la moltiplicazione per un numero reale è 
un'operazione distributiva per i due sistemi lineari sopra considerati. 
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9. Se a, 6, e, . . . sono enti di un sistema lineare A; t/i, tt, p, 
numeri reali, R un'operazione distributiva rispetto ad A, si ha 

a) R {ma + «6 + P^ + • • •) = *wR« + wR6 + P^ + • • • 

b) R0 = 0. 

Infatti : 

aj Limitandoci ai soli tre enti a, b, e, si ha 

R {ma + nb + pc) = R [(ma + «6) + pc] 

=-n(ma + nb) + R{pc) 
= [R {ma) + R (wftj] + R {pc) 
= [m{Ra) + n{Rb)] + p{Rc) 
= m{Ra) + n{Rb) + p(Rc). 

b) RO = R (mO) ^ (Rm) = 0. 



P8 



IV. — Operazioni sulle trasformazioni lineari. 

IO. Due trasformazioni R ed S d'un sistema lineare A si dicono 
eguali, se qualunque sia l'ente a di A, si ha sempre Ra = Sa. 

Per l'eguaglianza così definita sussistono manifestamente le leggi 
formali. 

IL Se R ed S sono trasformazioni degli enti a di un sistema li- 
neare A in enti di un sistema lineare B, si pone 

(R + S)a = Ra + Sa; 

cioè, si indica con R + S l'operazione unica con cui da a di A si 
ottiene l'ente Ra + Sa di B. 

La trasformazione R-|~S si chiama somma delle due trasforma- 
zioni R ed S. 

12. Se R ed S sono operazioni distributive, anche R + S è una 
operazione distributiva. 

Infatti; siano a ed a' enti del dato sistema lineare; allora anche 
a-\- a è un ente di A (P 5, e). Quindi 

(R f S)(a + a') = R(a + a') + S(a + a') Pll 

= (Ra + Ra') + (Sa + Sa') P8 

= (Ra + Sa) + (Ra' + Sa') Assoc + 

= (R + S)a + (R + S)a'. Pll 

Inoltre, se m è un numero reale, ma è un ente di A; perciò 

(R + S)ma = R(ma)T(-S(ma) Pll 

= m (Ra) + m (Sa) P8 

= m {Ra + Sa) 
= m(R + S)a. 

Questi due risultati mostrano appunto, P8, che R + S è un'ope- 
razione distributiva. ' 
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Ili 



La somma di più di due trasformazioni si defimsce come per i 
numeri reali, e se le trasformazioni sono distributive, anche la somma 
è distributiva. 

La somma gode, come è facile verificare, delle solite leggi formali. 

13. Se R è un'operazione distributiva degli enti a, d'un sistema 
lineare A, in enti d'un sistema lineare B, ed S un'operazione distri- 
butiva degli enti di B in enti d'un sistema lineare C, si scrive SRa 
in luogo di S(Ra). 

Si dimostra, come al n. precedente, che SR è un'operazione distri- 
butiva, e si chiama prodotto di R per S. 

L'operazione SR trasforma gli enti di A in enti di C. 

II prodotto di due trasformazioni si definisce come per i numeri 
reali. 

14. Sussistono le leggi Distrib (X» +) e Assoc X, © se di due tra- 
sformazioni una è rappresentata da un numero reale, sussiste pure 
la legge Comm X- 

Si voglia, p. es., dimostrare che 

S(R + R') = SR + SR'. 
Se a è un ente qualunque d'un sistema lineare A, si ha 



Di qui, PIO: 



S(R + R')a = S[(R + R')a] 

= S(Ra + R'a) 
= S(R«) + S(Ra) 
= SRa + SR'a 
= (SR + SR')a. 



P13 
Pll 
P8 
P13 
Pll 



S(R + R') = SR + SR'. 
Si dimostra similmente che 

(S + S')R = SR + S'R, 
(TS)R = T(SR). 

Infine, se a è un ente d'un sistema lineare A, si ha 

i?iRa = m (Ra) 
Ram = R (ma). 
Dunque: MiR=Rm. 



P13 



Nota* — La legge Comm X ìii certi pìirticolttn prodottti può maccareL, 
Per questo può bastare un esempio. 

Dato un tetraedro ABCD è determinato iì suo volume. 

Se si imagina un oss*ervatore col \ned\ in A e k testa in B, e che sia 
rivai to verso il tetraedro, il volume di questo ai assumerà come jìoìììììvq o 
negati f% secoDdo che C sarà alla deatro o alla sinistra dell'osservatore. 

Segue che se ABCD efi assume come positivo, ABDC sarà negativo. E si 
"può Terificare che lo scambio di due punti cousecutivi fa cambiare il segno 
al tetraedro. 
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Similmente si dimostra che 

im (x, y) = m [/ {x, y)]. 

Questi risultati mostrano, P8, che la trasformazione i e distributiva. 
E siccome, come si è visto, mediante i da enti di C si ottengono 
enti del sistema stesso, così /è è una sostituzione. 
17. Il prodotto i» = — 1. 
Infatti 

a (x, y) = i[i {x, y)] = i (— y, x) 

= (— «, —y) = '-l{x, y). 
Dunque: ii = — 1. 
Se si conviene, seguendo le consuetudini dell'algebra, di scrivere t* 

invece di ii, si ha 

t« = -l. 

E, se, seguendo le stesse consuetudini, si pone i^ = l, e se m è 
un No, e i™ una sostituzione, si pone i™+*=i™.i, si ha 

(0 = 1^ ii==i; t» = — 1, i' = -l, i* = l. 

In generale 

Cioè, qualunque potenza della sostituzione i e uguale a una delle 
sostituzioni 

1, i, —1, — f. 

Nota. — fa, ovvero ai, dove a è un numero reale, è una sosti- 
tuzione. 



VL — Numeri complef^i. (^) 

18. Se ^ ed ^ sono numeri reali, x ed yi sono soatituzionf, e quindi 
anche x-\-yÌ è una sostituzione. Si chiama numero ima^ inai io o ccm-- 
plesso. 

Se T/^Oj sarà ^i = 0, e il numero complesso si riduce al numero 
reale x. 

Se 07 = 0, il numero complesso si riduce ad yi^ cioè a un numero 
imaginario puro, 

19. Essendo \ numeri complessi delle sostituzioni, restano fissati, 
per essi, i concetti dì eguaglianza, somma, prodotto. 

20. Operare sulla coppia (a, h) con la sostituzione, o numero com- 
plesso, X -\- yu 



m Qu«aU d enomi DazioDO iian u conforme a1 F^rtHulariQ. dove numero complMlo non bft U 
Hlgtiifi^ato csliH DflgU oIflmflDtl gli mi ftttrìbiilBcVt L^h<o catLaerVftii per seguire L'oao co'iQune, 
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Modulo si abbrevia con mod. 
Così si ba 

mod {x + yi) = Var' + y' 

mod {x — yi) = Va?" + y". 

Nota II. — Il modulo d'un numero reale è il valore assoluto del 
numero stesso. 

Nota III. — Se un numero complesso è nullo, nullo sarà pure il 
suo modulo. E reciprocamente. 

Infatti; se A = a: + y> = 0, sarà a? = 0, y = 0, ^x* + y* = 0, cioè 
mod A = 0. 

Reciprocamente; se modA = 0, se cioè Va?* + y* = 0, cioè ancora 
a?" + y* = 0, sarà a: = 0, y = 0, e quindi A = 0. 

24. Il modulo del prodotto di due numeri complessi è uguale al 
prodotto dei moduli dei fattori. 

Infatti, se A = a: + y*> B = a?'+y't, si avrà, P23 



Quindi 



AB = [xx'- yy') + {xy'+x'y) i. 
mod (AB) = i(xx'-yyr + {xy'+ x'yr 

= y(^' + y' )( a?^+F) 

= mod A . mod B. 

Il teorema si estende a un numero qualunque di fattori. 

25. La condizione necessaria e sufiBciente afSnchè un prodotto di 
numeri complessi sia nullo, è che sia nullo almeno uno dei fattori. 

La condizione è necessaria. 

Siano A e B due numeri complessi, e sia AB = 0. Sarà allora 
(P23, nota III), mod AB =0; cioè (P24), modA.modB = 0. 
Di qui 

modA = 0, oppure modB = 0. 
Cioè: 

A = oppure B = 0. 

Reciprocamente: se A = 0, sarà modA = 0. Quindi 

mod (AB) = mod A . mod B == . mod B ; 

e perciò AB==0. 

26. Si chiama opposto d'un numero complesso un altro numero 
complesso che sommato col primo dà 0. 

L'opposto del numero complesso A si indica con — A. 
L'opposto del numero complesso x-^-yiè — x — yi. Infatti la loro 
sómma è zero. 

È manifesto che un numero complesso ha un solo opposto. 
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Di qui risulta come per i numeri reali 

A^ = A, A"=À.A, A» = A.A.A, ecc. ' 

Segue che come il prodotto di due numerì complessi è uu numero 

complesso, così qualunque potenza d'un numero complesso è un nu* 

mero complesso. ; 

Esempi: 

(l + f)« = l-l+.2i = 2* 

(l + i)» = 2t(l + i) = 2i — 2 = — 2 + 2f. 

30. Sussistono i soliti teoremi sulle potenze, e si dimostrano come 
per i numeri reali. 

Questo risultato, insieme con le leggi Assoc +, Comm -f , Assóc Xi 
Comm X» Distrib (X» +) ci dicono che le operazioni relative a poli- 
nomii valgono anche se i termini sono in tutto, o in parte, numeri 
complessi. 

In particolare 

(A + B)» = A« + B" + 2AB 

(A + B)(A-B) = A* — BV 

31. Se il polinomio ax^ -}- bx^ -\- ex -{- d è identicamente nullo, cioè 
si annulla per tutti ì valori reali di x, si annullerà pure per tutti i 
valori complessi di .r. 

Infatti, essendo il polinomio identicamente nullo, saranno nulli a, 
b, e, d; e quindi, essendo le potenze di numeri complessi pure dei 
numeri complessi, il polinomio si annulla anche per valori non reali 
di X. 

Segue che si estendono i criterii di divisibilità per x — a, anche 
per a non reale; sussiste il teorema che se il polinomio intero in Xy 
f(x)y si annulla per a? == a, i, ..., con a, ò,... reali, o nò, differenti 
fra loro, sarà divisibile per {x -^ a) {x — b) ...; sussiste il teorema che 
un polinomio intero in a;, di grado m, non può annullarsi per più di 
m valori di x fra reali e imaginarii, senza che sia identicamente 
nullo; ecc., ecc. 
.32. Se a è un numero complesso, ed m un Ni, si chiama radice 

m 

^csima j; ^^ Q gj iudiqa con V*a, ogni numero complesso che elevato 
ad m dà a. 

Siccome un numero reale elevato a potenza intera positiva dà un 
numero reale, seguo che le radici m'^^^™*' d'un numero complesso non 
sono numeri reati. 

Se poi a è un numero reale positivo, oppure un numero complesso, 

le sue radici uj^*'™^ si indicano sempre con V*(i, e con ^a bì indica 
quella di tali radici che ha maggior parte reale, e che si chiama 

anche radice principale. 
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33. Se a à un numero reale positivo o negativo, le sue i*adici i 
non possono essere più di m. Infatti; il polinomio af^—a non può 
annullarsi per piti di m valori di a?, fra reali e complessi (PSl). 

In particolare un numero reale non può avere piti di due radici 
quadrate. 

Se a è reale positivo, ed a è la sua radice quadrata aritmetica, 
sarà 

Infatti: (±af = a» = a. 
La radice principale è Va = a. 

Se a è un numero* reale negativo, e a la radice quadrata aritme- 
tica di —a, talché a* = — a, sarà 



f^ 



± Of . 



Infatti ; (± ai)' = aV = — a* = a. 
Si può verificare che 



•li. 



Quindi Vl = l. 

34. Infine, se a; è un numero reale positivo o negativo, y un nu- 
mero reale positivo, si ha 



V?Ri=]/^±i+y^ 



X 



y^3^,=|/V^±|l±i_|/3^ 



— X 



Difatti, elevando al quadrato il seeondo membro della prìma 
eguaglianza si ha x-j-yì; elevando al quadrato il secondo membro 
della seconda eguaglianza si ha rv — yi. 

Oli opposti di detti secondi membri sono manifestamente radici 
quadrate rispettivamente di x-^-yi, x — yi. Né si possono avere altre 
radici quadrate. 

Infatti; se ai-j-asi è una radice quadrata di x-f-yt, p. es. quella 
scritta, e ìh + bti un'altra radice, si deve avere 

(«i + M* = x + yi, {bi + btif = x + yL 

Da queste si deduce agevolmente che 

ai* — a2* = 6i* — V; aio« = &i6». 

Eliminando d, dopo qualche riduzione si ha 

(ai" + V)(V-a«') = 0, 



PI 
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Se le costanti ao , ai , . . . , bo, &i , . . . sono numeri razionali, attri- 
buendo a X e {X tutte le coppie di valori interi, positivi o negativi, 
primi fra loro, si avranno tutti i possibili punti di coordinate razio- 
nali della curva (!)• 

Al problema geometrico di deteiminare questi' punti della curva 
data si può dare anche una veste aritmetica, che metterà in chiai*o 
lo scopo della nostra ricerca. 

Immaginiamo di considerare uno qualunque dei punti della (1), 
le cui' coordinate af, y sì ottengono dalle (2) dando a X e (i valori del 
tipo ricordato pili sopra. Questi due numeri ra^ioimli x, y soddisfano 
alla (1), facendo assumere ai due membri di tìssa utio stesso valore 
razionale A. Questo numero A è dunque il valore comuni^ nssuuto 
da due forme binarie, Tuna di grado «, Taltra di grado n~\ per 
una stessa eoppia di numeri rflzionnli x, y convenientemente scelti. 

Orbene, la veste aritmetica, che vogliamo dare al problema geo- 
metrico accennato^ h la seguente: 

Determinare tutti i numeri razionoli A, che sono ad un tefìipo Espri- 
mibili mediani e una forma b imi ria di ^rado n ed una di grado n — L 

Eliminando x ^y fra In (1) e le (2), si nrrìvH facilmente alla espres- 
sione più generale di tali numeri. Essa è: 



A^ 









(3) 



Dunque: " I numeri, che godono della proprietà voluta, si presen* 
*" tano sotto la forma del quoziente delle potenze ^i^^^'^^n ed (» — !)"*'""* 
*.dei valori che assumono le due forine date, l'nna di grado n — 1, 
■ l'altra di grado «, quando al posto delle variabili si pongono due 
* numeri interi qualunque primi fra loro „. 

Limiteremo le nostre considerazioni eoìo ad alcuni fra i casi cor- 
rispondenti ad n ^2 ed ff = 3; quelli che possono presentare qualche 
interesse dal punto di vista dell'ari tmetica. 

Considereremo inoltre le sole soluzioni razionali positive della (1), 
sicché ai parametri X e [i dovremo attribuire solo valori interi po- 
sitivi (primi fra loro). 

Avvertiamo poi che, ogniqualvolta le due forme date saranno sim- 
metriche, basterà per una determinazione sistematica dei numeri A, 
dare a X e ^ valori (interi, positivi, primi fra loro) tali che sia, ad 
es., X>(ji. Il numero A risulta infatti espresso, in quei casi, come una 
funzione simmetrica di X e fi. Le coordinate dei punti della curva (1) 
81 scambiano invece, in virtù delle (2), una nelTaltra, 
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§ 1. — Casi corrispondenti ad n = 2. 

Si presentano dapprima alcuni casi, per dir cosi, riducibili, la cui 
trattazione è ridotta a un problema d'analisi indeterminata di prìmo 
grado. 

Ad es., lo studio dell'equazione a:* — y^ = x ± y è ridotta (astra- 
zione fatta dalle soluzioni a? = =P y) a quello dell'equazione a? T y = 1. 

Di questi casi non ci occuperemo. 

L Deteìtninare tutti i numeri razionali positivi A, che si possono ri- 
guardare ad un tempo come somma e come prodotto di due altri numeri 
razionali positivi. 

Posto xy=^A, a; + j/ = A, si tratterà di risolvere per numeri ra- 
zionali positivi l'equazione xy = x-\-y. In virtù delle formolo (2) 
e (3), fatto n = 2 e particolarizzate in modo ovvio le costanti a e 6, 
abbiamo: 

X + ix X + ii 

x = — ' — , y = — :r-^» 

A = :j • 

Dimostriamo che * l'equazione xy = X'\-y ammette la sola so- 
" luzione intera a; = 2, j/ = 2, cui corrisponde il numero A = 4, il 
" quale è il minimo dei valori, che può avere A „. 

• infatti X = -^^ = 1 + . — e y = -^-r — = 1 -[- t- risultano nu- 

[" V- >^ >^ 

meri interi solo se — e -^ sono numeri interi, cioè (ricordando che 

X . . 

}. e |i devono essere positivi) se — : = 1. In corrispondenza si trova 

j? = 2, y = 2, A = 4. Siccome poi i due numeri a:, y soddisfano al- 
l'equazione z^ — A4r — A = 0, e q-uesta ammette radici reali solo 
quar.do A ^ 4, si conclude che A = 4 è il minimo valore di A. 

Di tale teorema si può dare un'altra dimostrazione con metodo 
geometrico, che seguiremo sistematicamente anche in seguito. 

La curva ocy = X'\-y è l'iperbole, che ha per asintoti le rette 
ar = l, y = l e passa per l'origine (e quindi pel punto (2,2) simme- 
trico dell'orìgine rispetto al punto (1,1), centro della curva). Il ramo 
situato dalla banda delle x e // positive, essendo tutto compreso nelle 
due strisce limitate, l'una dalle rette a; = l, x=2, l'altra dalle i-ette 
y=l, y = 2, non passa per altri punti di coordinate intere all'in- 
fuori del punto (2, 2). Infine il ramo di curva in questione e tutto 
situato da quella parte della retta x-\- y^=^ 4 "(tangente nel punto (2,2) 
all*iperbole) ove si trovano i punti» la cui soaiiua delle coordinate è 
miìggiore di 4, Dunque 4 è il minimo valore della soniina x -\-y. (*) 



(M ^mrk btTi« efie lì lattarti, per mo^giors ìntelligibiLiti, ■! eoBtruiaea in queata a nel cftfii buo^ 
cMftiTi l« relativo Ugnile, del resto ini^Uo sempUd. 



I 
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Per questo primo caso diamo anche una tabella dei valori di or, 
y ed A, che corrispondono ai valori di X e di |a inferiori a 5. 



X 


t* 


X 


y 


A 


1 


1 


2 


2 


4 


2 


1 


3 


3 
2 


9 
2 


3 


1 


4 


4 
3 


16 
3 


3 


2 


5 
2 


5 
3 


25 
6 


4 


1 


5 


5 

4 


25 

4 


4 


3 


7 
3 


7 

4 


49 
12 



IL Trovare i numeri razionali positivi, che si possono considerare ad 
un tempo come somma {o differenza) di due altri numeri razionali po^ 
sitivi e come somma dei loro quadrati. 

Detto A uno dei numeri richiesti, dovrà essere x* + y*=.A ed 
X ± y=^A, I numeri razionali positivi, con cui ò composto il nu- 
mero A, dovranno perciò soddisfare all'equazione a?" + y* = a; ± y. 

Consideriamo il solo caso corrispondente al segno -j-; Taltro si 
tratterebbe in modo identico. 

Intanto, per le (2) e (3), si ha: 



a? = X 



X + ti 
X« + ii» 

A = 






Dimostriamo che : * l'equazione x*'{-y* = X'\-y ammette le sole 
• soluzioni intere ar^ = 1, yi==0 e a?2 = l, y2= 1 e i numeri Ai = l, 
^ A9 = 2 corrispondenti sono rispettivamente il minimo ed il mas- 
'^ simo dei valori assunti da A ,. 

Si sono escluse nell'enunciato le due soluzioni x = y = e a; = 0, 
y==>l, la prima perchè non offre interesse ed è nota a priori, la se- 
conda perchè equivalente alla soluzione a^i = 1, yi = in vii*tù della 
simmetria dell'equazione. 

Per dimostrare il teorema si osservi che l'equazione a;"+y*==^+y 
rappresenta il cerchio, che passa per l'origine e ha il centro nel 
punto (i, ì). L'arco compreso fra l'asse a: e la retta x — y = Q, i punti 
razionali del quale sono quelli che c'interessano, non contiene altri 
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punti di coardìnate intere airinfdori di (1, 0), (1, 1) ed è tutto interno 
alla striscia formata dalle parallele x + y=^U x + y==^2. Per tutti 
i punti di quest'arco è dunque 1 ^ a? -j* V ^ 2 . e. d. d. 

IH. Trovare tutti i numeri razionali positivi^ che sono ad un tempo 
somma (o differenza) di due numeri razionali positivi e quadrato della 
loro differenza {risp. somma). 

Consideriamo anche qui, per brevità, la sola ipotesi che sia 
a? + y = A , (a: — y)" = A. Fra x e y passerà la relazione : 

{x — yy = x + y, 

e quindi, per le (2) e (3), sarà: 

X + |i X + ti 



a! = X; 



(X-{i)* ' 

Dico che: "l'equazione {x^yy = x + y ammette infinite solu- 
' zioni intere positive, che si ottengono dalle formolo precedenti 

• dando a X un valore intero positivo qualunque e considerando per 

• ti i valori X — 1 e X — 2, se X è dispari» il solo valore X — 1, se X 

• è pari ,. 

Intanto, perchè x e y sieno interi, è necessario e sufficiente che 
sia intero il numero A. 

Che la condizione sia necessaria risulta senz'altro dal modo con 
cui è formato A mediante i numeri :c e y. Se poi il numero A, che 
è un quadrato perfetto, è intero, è pure intera la sua radice qua- 
drata, e quindi sono interi i numeri x e y, ìa cui espressione in fun- 
zione di A è: 

a: = iVÀ(VÀ + l) , y = 4VÀ(VA-l). 

Il teorema sarà dunque dimostrato, se arriveremo a provare, che, 
soltanto prendendo i parametri X e |i com'è indicato in esso, il nu- 
mero A risulta intero. 

Ora, essendo ^ = Va e quindi — = V- > a© si indica con 

X — |i ^ ^ |x Va — 1' 

p un fattore di proporzionalità, si ha: 

pX = VA + l , pfi = VA-L (4) 

Eliminando Va fra queste due relazioni, si trova: 

p(i = pX — 2, 



eloè 



p = : 



(5) 



Siccome ì secondi membri delle (4) sono, per ipotesi^ numeri in* 
teri, dovranno esserti interi tanto pX quanto f[i, e quindi, essendo X 
\L numeri interi primi fra loroj dovrà essere intero p. Ma dalla (5) 
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riaalta elio i aoli valori interi di f> sono i numeri 1 e 2. e ciò secondo 

che X — 11^2 X— |i = l, dunque potrà essere soltanto: 

(ji = X — 1, ovvero (i = X — 2. 
Ora se X è dispari, entrambi questi valori di [v, essendo primi con 1, 
BÌ possono ad esso accoppiare; se invece X è pan, soltanto il primo 
^ accettabile, perchè esso solo è primo con X. Ea. : 



X 


V- 


X 


y ' 


A 


1 





1 





1 


2 


1 


6 


3 


^ 


3 


1 


8 


1 


4 


3 


.2 


15 


10 


25 


4 


3 


28 


21 


49 


5 


3 


10 


6 


16 


5 


4 


45 


3i> 


81 



Non sarà superfluo osservare, che i numeri A, i quali godono della 
proprietà voluta, sono Uitti \ quadrati perfetti. Intatti, supposto the 
lì numero A intero aia un quadrato perfetto i due numeri : 

a!=«VA(VA + l) . !/=H'A(V'a-1) 
<,ono pure interi e soddisfano, come se visto più sopra, alle equazioni 
{j:^y)' = x-\-y = A. F- «s-, posto A = 1S' = 169 si ha: x ==91, !/ = *« 
e quindi l'identità numerica (91 — 78)°= 91 + 78. 



§ 2. — Casi corri spondenti ad « = 3. 

Abbiamo dapprima alcuni casi, che seguano quasi il passaggio fra 
la precedente categoria o questa. 

Se ci proponiamo infatti di risolvere le equazioni di terzo grado : 

a;» + / = (i + y)', 

troviamo che il problema equivale a risolvere le equazioni di secondo 

crudo: , , . 

I a;= — x;/ + / = x + !/. 

7?-\-xy + y^ — x — y, 
x* — xy + y'^x~-y, 
z*-{-xy'^y' = x + y. 

Lo stadio di queste procede in modo perfettamente analogo a 
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•quello usato in casi precedenti, e Io omettiamo essendo poco inte- 
ressante. 

Consideriamo piuttosto qualche caso irriducibile. 

I. Trovare tutti i numeri razionali positivi, che sono ad un tempo 
differenza (o somma) dei cubi di due numeri razionali positivi e qua^ 
drato della loro somma {o differenza). 

Poniamoci, ad es., nella ipotesi a?' — y' = A, (a; + y)* = A. Fra x 
e y passerà la relazione : 

a*~y' = (x + yr, 
e quindi, per le (2) e (3), avremo: 



La curva del terzo ordine rappresentata dall'equazione a?* — y' = 
{x-^-yY ha una cuspide nell'origine, colla tangente cuspidale a:+y = 0| 
taglia l'asse x nei punto (1, 0) ed ha per asintoto la retta x — ìj^^ J. C) 

Che la curva cousti di un solo ramo, quello compreso fra le rette 
X — 37 = 0, X — ^ = it si può verificare, sia eostruendo efif*3ttivamente 
la curva, sia osservando che, in caso divoiso, qualche retta uscente 
dalla cuspide la incontrerebbe in più di tre punti, E chiaro poi che 
il ratno situato nella regione delle x e y positive rimane tutto in- 
terno alla striscia limitata dalle rette x — ^^1, x — ^^|* Infatti, 
se questo ramo dovesse attfaversare o toccare il contorno, esiste- 
rebbe una retta almeno del piano^ che avrebbe in comune colla curva 
pili di tre punti. 

Concludiamo quindi che questa curva non contiene nessun punto 
di coordinate intere positive all'infuoti del punto (1,0), 

Il numero A non può inoltre essere intero, se non sono interi ì 
numeri x e y con cui risuita composto. Infatti, supposto A intero 

(quadrato perfetto) e indicata con — una frazione irriducibile, po- 
nendo x^^^—, ^=^VA — — , risulta soddisfatta la condizione (-r-^^)"^A, 

ma non si possono trovare due numeri m, n primi fra lorOt per i quali 
Bia soddisfatta anche la seconda condizione x^—y^— A, percliè dovrebbe 

essere intera 1 espressione — i — (yA — — ) , cioè —i i 

mentre invece il numeratore della fraziotie non è mai divisibile per n 
(a meno che sia wi=^0, il che è escluso). Si conclude dunque che 
non esistono numeri A interi (escluso il valore A ^ 1) soddisfacenti 
ajle condizioni imposte. 



(^} Tsttfi questo aiìBerzioiil al giusti deano cqì «oliti procodimcntE dolla " GoQinebia Anilìtlea,; 
In' p&rtUolii'&K por veriflc^ro ruUimt, basta tagliare La curva cella ri-'tta x-^jf^m, b àcteiiDi* 
fiiTO Ih in mode} ehe j: e y h^^ umilino vitiorl in Qui ti. 
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L'ipotesi j:* + y*==A, (x — y)" = A si discute in modo analogo. 
La curva rappresentata dall'equazione a:* + y* = (re — y)" è simmetrica 
della precedente rispetto all'asse x. Si conclude quindi che ' esistono 
' le sole soluzioni intere 07 = 1, y = 0;a; = 0, y = lin corrispondenza 
** delle quali A = l. Questo valore è il massimo dei valori razionali 
*^ positivi, che possono assumere i numeri A richiesti „. 

IL Trovare tutti i numeri razionali positivi, che $i possono rappre^ 
sentore sia mediante la somma dei cubi di due altri numeri razionali 
positivi, sia mediante la somma dei loro quadrati. 

Per questi numeri A si dovrà avere contemporaneamente a7*+y*=A, 
ar" + y* = A, e quindi fra x e y passerà la relazione : 

a:» + y» = x»H-y«. 
Come al solito si ha: 

._, X* + ti* _ X* + |x* 

, (x*+|xT 
^~(x*+fiT' 

La cubica corrispoudente a questo caso lia l'origine come punto 
doppio isolato, taglia normalmente le direzioni positive degli assi 
alla distanza 1 dall'origine, e passa pel punto (1, 1), avendo per tan- 
gente in esso la retta a; + y==2; infine ha per asintoto la retta 
a;4- y = f. La curva non si compone di altri rami all' infuori di quello 
compreso nella striscia limitata dalle rette d; + y = li a; + y = 2 
(cfr. il caso precedente). Il tratto di curva che si trova nella regione 
positiva delle coordinate è tutto interno alla corona circolare limi- 
tata dalle circonferenze ar* + y* = li ic* + y* = 2 e tocca il contorno 
nei soli punti (1, 0), (0, 1), (1, 1). Infatti, se il contorno venisse attra- 
versato o toccato in un altro punto, per la simmetria della curva 
rispetto alla retta x — y = 0, dovrebbe venire attraversato o toccato 
in un secondo punto, e allora una o l'altra delle circonferenze limi- 
tanti la corona avrebbe più di sei punti comuni colla curva data, il 
che è assurdo. 

Da tutto ciò si ricava che * l'equazione re* + y* == ^ + y* ammette 
" le sole soluzioni intere positive (1, 0), (1, 1) e che i due numeri 
''A^^l, A = 2, corrispondenti, l'uno alla prima soluzione, l'altro 
* alla seconda sono rispettivamente il minimo ed il massimo dei va- 
*" lori, che possono avere i numeri A ,. 

La soluzione a; = 0, y = 1, non è stata considerata nell'enunciato, 
perchè equivalente in virth della simmetrica dell'equazione, alla so- 
luzione x = l, y = 0. 

In modo analogo si discuterebbe l'equazione x* — y* = a:* + y* (cor- 
rispondente all'ipotesi re* — y»=:A, a;' + y'=A) che rappresenta la 
curva simmetrica della precedente rispetto all'asse x. 

III. Trovare tutti i numeri razionali positivi rappresentabili ad un 



ì 



x = X] 
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tempo mediante il cubo della differenza di dtie altri numeri razionali 
positivi e mediante il quadrato della loro somma. 

Dalle due relazioni (x — y)* = A, (a: + y)* = -A. si trae: 

e quindi: 

Per quanto riguarda le soluzioni intere, questo caso si discute in 
modo analogo a quello tenuto nel II caso del § 1, e si conclude che 
" esistono infinite soluzioni intere positive dell'equazione (a; — y)* = 

* (a? + y)^ 1© quali si ottengono dando a [i i valori X — 1 e X — 2, 

* se X è dispari, il solo valore X — 1, se X è pari; da queste solu- 
*^ zioni e da queste soltanto si traggono i valori interi di A ; ogni 

* sesta potenza di un numero naturale è un numero A ,. 

IV. Trovare tutti i numeri razionali positivi, che risultano ad un 
tempo uguali al cubo della differenza di due altri numeri razionali pò- 
sitivi ed alla somma dei loro quadrati. 

Dalle relazioni {x — y)' = A, «* + y* = A si ricava: 

{x-yr = x' + y\ 
e quindi: 

,XM-|i« _ X' + ^i' 

r x» + tin « 

Per quanto riguarda le soluzioni intere positive si ha il teorema: 
' Si ottengono soluzioni intere positive solo attribuendo a X e |a va- 

* lori consecutivi (X>{i). Ad esse soltanto corrispondono valori in- 

* teri di A, i quali sono tutti e soltanto i cubi dei numeri interi, 
" che si possono scomporre nella somma dei quadrati di due numeri 

* consecutivi „. 

Che per valori consecutivi di X e |i, i numeri x, y, A risultino 
interi, appare senz'altro dalle foimole precedenti. 

Dimostriamo reciprocamente che, se A è un numero intero posi- 
tivo soddisfacente alle condizioni imposte, 1^ risultano necessaria- 
mente interi i numeri x e y con cui A è composto, 2® i parametri X 
e [i corrispondenti sono numeri consecutivi. 

Poiché A è il cubo della differenza ar — y, posto A^a', avremo: 

X — y===a , x^ + y"^ — a^ (ti > 0) 

Rtgolvendo queste equa^sioni rispetto a x e ^, a non tenendo conto 
delle soìuzìouì negative, si ha: 
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Perchè x b y riaultirjo numeri razionali dovremo poiTe: 

2a — l = wi% 

a = 71 



Cloe 



Ma, per ipotesi, rt è intero, quindi m" + l dovrà essere un numero 
pari, e, in conseguenza, m un numero dispari. Posto m=^2n — ì («, 
numero intero) avremo; 

a ^ 2rf' — 2;* + 1 =^ rr + 0* — 1)% 
Dunque : 

A = Ui^+(h — 1)T 

X = n in' + {n ^ 1)"] , y = (n - 1) [n' + {n -^ 1)*], 

Risulta così provato che x e y sono interi. Vediamo ora quali 
coppie di valori per X e jl si debbano prendere. 
X* 4- u* 

Essendo :i; — w= j^ tì , ed avendo dimostrato che ]a differenza 

x — y è della forma 2^^ — 2n-\-ì, sì avrà: 






= 2n*— 2tt + l. 



ossia ; 






Risolvendo rispetto a —, si hanno le Boluzioni 






TI 
?l — 1 






i 



Si devono dunque prendere per X b yi valori consecutivi, con l'av- 
vertenza, che, dovendo x ^ y risultare positivi, dovrà essere A>{i. 

Esempi : 



X 


fi 


X 


>/ 


A 


1 





1 





1 


2 


1 


10 


b 


5» 


S 


2 


39 


26 


Vò' 


4 


3 


100 


75 


25» 


5 


4 


205 


164 


41» 



V. Trovare i numeri ruzlottali positivi^ che sono ad tm tempo pì^o- 

dotto dì due altri nttmeri razionali positivi é cubo della loro differenzia* 

Le due relazioni di condizione {.r — ^)* = A, ;r^^A conducono a 

risolvere l'equazione: 

[x — fjY^xy, 
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Si trova: 



x = X, 



}.fi 



Xfi 



e i numeri A richiesti sono del tipo: 






Si dimostra poi, con procedimento analogo al precedente, che ^ si 

* ottengono soluzioni intere positive solo attribuendo a X e pi valori 
■ consecutivi (X>[i). Ad esse soltanto corrispondono valori interi 

* di A, i quali sono tutti e soltanto i cubi dei numeri interi, che si 
*^ possono scomporre nel prodotto di due numeri consecutivi „. 

Esempi : 



X 


1* 


X 


y 


A 


2 


1 


4 


2 


2» 


3 


2 


18 


12 


6' 


4 


3 


48 


36 


12* 


5 


4 


100 


80 


20» 



VI. Trovare tutti i numeri razionali positivi À, che sono ad un 
tempo prodotto di due altri numeri razionali positivi e differenza dei 
loro cubi. 

Detti X e y ì numeri con cui devono risultare composti i numeri A 
e indicati con X e (i i soliti parametri, si ha: 

Xti Xu. 



«=x 



X» — |i' 

A = ; 



(X>|i) 



■(X'-txV 

Procedendo come nel I caso del § 2, il lettore potrà verificare, 
studiando la curva x^ — y^ = ^y^ le cui coordinate hanno la espres- 
HÌone parametrica precedente, che non esistono Boluzioni intere. 

E qui facciamo punto, poiché il nostro scopo era solo di appli- 
carfì il procedimento let^o metri co, indicato in principio di questo la- 
voroj allo studio di qualche problema d'analisi indeierminata di grado 
superiore, che potesBB avete qualche interesso aritmetico. 



Homa^ 5 novembre IÌJ06. 



DoTT, Giulio Bisconcini. 
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EQUAZIONI A RADICI IK FR06RESSI0NE ABHONICA 






Nelle considerazioni che seguono studieremo quelle equazioni di 
grado n le cui radici costituiscono una progressione armonica di V 
ordine, cioè son tali che le loro inverse costituiscono una progressione 
aritmetica di ordine uno. Se 



f{x) = a;*" + rti x"^-^ + . . . + On-i a? + «n = 



(1) 



è una tale equazione, la sua trasformata mediante la sostituzione 

1 . . 
x = — Cloe 

9{y) = any^ + an-iy--' + ... + a^y + l = (2) 

ammetterà le radici in progressione aritmetica di ordine uno, cioè 
della forma 

yi = a, y% = a + d, ys = a + 2d, .. .yn = a + (n — l)d (2*) 

e non resta quindi che applicare le formule risolutive date dal 
Sig. Cortesi nel fase. IV Anno XVIII di questo periodico doducendone 
che le radici della (1) quando sono in progressione armonica d'ordine 
uno son date dalle formule 



Xi 



[_ fln-i 1_ 1 / 3 (n — 1)' g'n-i — 6w (w — 1) gp-a On , 
nou nOn r n + 1 "•" 

_^ 2^ |/ 3(n-l)aV^-6na„ T7i:„j-' ( - ^ j^ g, . . . „). (2«) 

Come si vede, mediante la semplice considerazione della trasfor- 
mata (2), Io studio delle equazioni a radici in progressioni armoniche 
si riduce a quello, già stato fatto, delle equazioni a radici in progres- 
sioni aritmetiche ed in riguardo al cnterio per discernere le equazioni 
che ci occupano non resta dunque che ripetere quanto è stato detto 
dal Sig. Cortesi nel lavoro citato, senonchè, crediamo utile, almeno 
per la parte teorica esporre le considerazioni seguenti. 

Se la (2) ammette per radici le quantità (2"*^), la sua trasformata 

mediante la sostituzione y = z ^^ cioè la equazione 
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, ;^l = a + a + , . . , 

nOn nan 

cioè, poiché — -^ è eguale alla media aritmetica delle radici della (2), 
opperò uguale ad a-j « — d, 



Httn 



2i = 5 — a, Zt- 



2 
fi— 3 



d,. 



«n-l = ■ 



fi— 3 



d, Zn 



n — 1 



rf(3*) 



le quali costituiscono una progressione aritmetica più semplice della 
(2"*") in quanto che non compare la a. Viceversa, se la (3) ammette 
per radici le (3'*'), la (2) ammetterà radici in progressione aritmetica 
opperò la (1) in progressione armonica, perchè le radici y ncm sono 

altro che le (3*) aumentate di a-] 5 — d. 

Noi esprimeremo dunque in quel che segue le condizioni necessarie 
e sufficienti affinchè la (3) ammetta per radici le quantità (3*), e con 
ciò avremo anche espresso le condizioni perchè la (1) ammetta radici 
in progressione armonica. Debbono perciò essere soddisfatte le con- 
dizioni : 

^(-^<^h^^ *(-^d)=o....4-(^d)=o. *(^d)=o 

cioè 

♦.=(-«-=^)-,.^+i,,.(-^;)(-^)-V.+... 

•■•+idTji^-"(-:-TJ(-=T"V+;h''"(-:^;)=» 

...+i;r^."->(-"-j(^)^+ir(-^j=o 

Le equazioni c};i {d) = 0, ^l;a(d) = 0, . . . <];n(d) = debbono ammettere 



PEI 

Questa quistìone e q 

Anno Vm, pag. 78. Sui 

2^ Consideriamo leq 

trasformandola con la s 

Formiamo ora la tra 
tuzione y = z — ^F" . Qu 



la quale deve ammetter 

2?! = — -g- a, 
Perciò ponendo per bre^ 



At = 



4W 



debbono essere soddisfai 

che con calcoli semplici 

1 

1 



Dunque A> = 0; con e 
diventano identiche alla ] 

3* 3" 

e la 2i;2f*+ 25Ai2i' + A 
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•Gaso 2^ -> Noi vogliamo procedere per induzione: ammettiamo 
che, per un arbitrario numero primo p, valgano già, insieme colla (3), 
anche le altre relazioni 



?{p')=P"(i-}) 



,(p«-l)=p-l(l_-l-) 



(4) 



dove n denota nn arbitrario numero naturale. 

Tutti i divisori della successiva potenza p' sono 1, p, p*, ...,p". 
Se dunque adoperiamo la relazione già dimostrata (3), o la sua equi- 
valente q)(p)=i» — 1, e le (4), anch'esse liberate dalla frazione — , 
otteniamo, secondo l'ipotesi espressa da (1), 



p« = l+p 

= l + (p-l) 
Se ne ricava 



l+p(p-l) + 

p"-> — 1 
p-1 






<p(P")=P"(l-y). 



(5) 



ed anche questa formula, dimostrata dunque col procedimento d'in- 
duzione, è contenuta nella (2). 

Caso 3^ — Ora noi supponiamo che il numero naturale a, arbi- 
trario, abbia in tutto i ^ divisori ai = l, aa, a8,...>a^ = a. Se mol- 
tiplichiamo a per p'*""^ dove p denota un arbitrario numero primo, 
non contenuto fra i divisori di a, e tc un arbitrario numero naturale, 
il prodotto ap^-^ avrà anche i divisori ai , ai , . . . , a.u , e poi altri, 
dovuti alla presenza di p: chiamiamo ^i , ^s , ps , . . . , pa tutti i divi- 
sori del numero ap^"^. Se invece moltiplichiamo a per p^, il pro- 
dotto ap^ avrà i divisori Pi , P« , Pa . . - 3a , perchè il suo divisore ap^-'^ 
li possiede, ma avrà ancora i divisori aip'^p-^, aip", asp"*. . . ctfjip"=ap^^ 
e non altri, come è chiaro. Dalla (1) ricaviamo dunque 

ap^ = S cp (pi) + i cp (a,p^). 

i=i 1=1 

Ammettiamo, dopo ciò, che per ogni divisore a di a, tranne che 
per a/4 = a, sia stabilita la relazione 



q>(ap")=?(a)cp(P''); 

la quale, se p. es. a fosse un numero primo, si ridurrebbe aP' 
tità qp(p'') = cp(p''), perchè non esisterebbe altro a che ai=^ 



r 
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La derivata di questa equazione rispetto ad a è 

X eoa 2x — y seu 2a = — r sen a. 
Risolvendo le (1) e (2) rispetto ad x, y si ha 

a? = r sen a (3 — 2 sen* a), 
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(2) 



(3) 
(4) 



y = 2r cos' a. 

Se si pone tan | a = 2, da queste formule si vede che V inviluppo è una curva 

unicursale di 6^ grado. Eliminando a fra le (3) e (4) si ha l'equazione dell'in- 
viluppo 

4 {X* + y' - f*)' = 27rV*. (5) 

Questo è dunque Tepicicloide a due regressi, generato da un punto d*un cir- 
colo di raggio ^r, che rotola sopra un circolo e di raggio «*. 

Osservazioni. — 1* Sì vede anche che la curva (5) è la caustica per rifles- 
sione del circolo concentrico a e e di raggio 2r per i raggi paralleli ad x. 

2* L'area del circolo (5) è Sur', cioè il triplo dell'area di e. 

3* Generalizzazione, Se invece del circolo e si dà l'ellisse 

hx^ -^ aY — «'^* = 
si trova che l'inviluppo è una sestica unicursale avente per area 

^ 2 7IÒ (fl' + ^' + ab) 

E. N. Babisien. 



Lo inviluppo che forma oggetto della quistione 718 (v. pag. 89) è semplice- 
mente una epicicloide bicuspidale e, conservando le notazioni usate nella risolu- 
zione del sig. Pasta, ha per equazione 

4(a?* + y« — iV = 27rV- 

Gli inviluppi delle rette simmetriche di una retta fissa d rispetto alle tangenti 
di una curva piana C, coincidono con gVinviluppi dei cerchi tangenti a à ed aventi 
i centri su C; e sono pure t luoghi dei fuochi delle parabole che toccano C ed hanno 
la retta d per direttrice. Io ripetutamente mi sono occupato in questo Periodico (') e 
altrove di questi inviluppi, e ne ho anche esposta la teoria in due Note inserite nel- 
Vlntérmédiaire des Mathématiciens (fase. V e 2^ del t. XIII, anno 1906, p. 22-24 e 
40-44). Il caso particolare considerato nella quistione 718 del sig. Barisien è, in 
sostanza, identico con la prima parte della quistione 667 delle Nouvelles Annales 
(serie 2*, t. II, an. 1863) proposta dal Catalan e risoluta (ibid., an. 1864, p. 261-264) 
dai sigg. Mansion e De Marsilly, mediante considerazioni puramente geometriche. 
Una semplice risoluzione analitica è la seguente. Si tratta di determinare lo in- 
viluppo del cerchio 

F [X, y, a, P) = a:* + y«- 2xa: - 2py -f- a» = 0, (1) 

tangente all'asse delle x, il cui centro (a, P) descrive il cerchio 

/'(a,P)^a« + P«-r« = 0. (1) 



(i) Cfr. le quistionl 380, 381, 382, 401, 406, e la nota a pag. 163-164 del t. XV di questo Pe- 
riodico, nella quale trovansi altre indicazioni bibliografiche su questo argomento. 
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!• Presi per asse x la retta A1A9 e per asse y la perpendicolare ad A1A9 nel 
sao panto di mezzo 0, sì ponga AiAs = 2a, ossia AiO = OA9 = a. Si avrà quindi 

CiC« = i Al Ai = fi -f ra = a 

e per conseguenza in valore assolato 

OCi = OAi — Ci Al = a — ri = ri , AiCj — a-^n 
OCa = 0A« — CaAi = a — r* = n , AjCi =a '\'r%. 

S'indichino con Bi , Bs i ponti di contatto delle tangenti condotte da As a ci 
e da Al a cs , con P il punto d'incontro delle rette AaBi , AiBt e con H la proie- 
zione di P sull'asse delle x. 

Dalle coppie di triangoli simili AiPH, A1C2B1 e AaPH, A2B1C1 si ha 



HP 
AiP 



CrBa 
AaCt' 



HP 
AaP 



CiBi 
AaCi ' 



(1) 



ossia (essendo x, y le coordinate di P) elevando al quadrato 

y' ^f r^ V y' ^/ n \2 

Per avere l'equazione della curva basta eliminare ri , ra tra le (1) e la 

r, -f ra = «. (2) 

A tale uopo osserviamo che le (1) si possono scrivere sotto la forma 

iyHa-\- ri)« = ra» [(a + a:)» + y»] 
l yMa + f2)« = nM(a - x)^ + y«], 



ovvero 



ovvero 



Se ora poniamo 



{2ay* (rt + ri — ^-a) = ra* (a + a:)* 
2rty» (a + ra - n) = n» (a - x)\ 

i 4ariy« = ra* (a + x)* 
\ iaviy^ = ri* (a — «)*. 

ri = <i cos* 9, ra = a sen* y. 



resta verificata la (2), cosicché per avere l'equazione della curva non resta che 
eliminare 9 fra le equazioni 



^ 4y* eoe* 9 = (a + a:)* sen* 9 
[ 4y* sen* 9 = (a — ar)* cos* 9, 



(8) 



che sì deduce dalle precedenti colla trasformazione indicata, e che successivamente 
si trasformano nel modo seguente. 
Dalle (8) si deduce 

{2y cos 9 = (a + «) sen* 9 
2y sen 9 = (a — x) cos* 9 



(4) 



Da questa dividendo la seconda per la prima si trae 

a — X sen* 9 

a + a? 
da cui 



a -{- X cos* 9 * 

cos' 9 — sen* 9 . 
cos' 9 -\r sen' 9 ' 



(5) 



: a 



la (10) è soddisfatta e 

\yc< 

Dalla divisione del] 



da cui 



Sommando Tequazi 
trova 

y{8en'qp(l + 

Dunque la rapprese 



3. Conservando anc< 

i punti di contatto dell 

dotte da Ai , Ai rispet 

con H" la proiezione d 

Dalla similitudine 



da cui (indicando con 



V(S^ 
Eliminando ri , n 

si trova per equazione 

'{ 

che liberata dai radica^ 

3y« + 8y 

èì può anche trova 
cedenti. 
Ponendo 

dalle quali risulta 




si trova 
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' 2y sen qp = cos' cp (a -|- 2a sen* 9 -f ar) 
2y cos qp = sen* 9 (a -j- 2a cos* 9 — a?). 
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(18) 



Dividendo la prima di queste per la seconda si trova 
a 4- 2a sen* 9 + a? sen' 9 



da cui 



a 4- 2a cos* qp — a: cos' 9 



X (sen' 9 -f cos' 9) = a (sen' 9 — cos' 9 -f 2 sen* 9 cos* 9 (sen 9 — cos 9)} 
= a (sen 9 — cos 9) (1 + sen 9 cos 9 + 2 sen' 9 cos* 9). 

Sommando le stesse equazioni (18) dopo averle moltiplicate per sen* 9, cos 9 
rispettivamente si ha 

2y (sen' 9 -j- cos' 9) = 4a sen' 9 cos* 9. 
Dunque 

/ (sen 9 — cos 9) (1 -j- sen 9 cos 9 -|-'2 sen* 9 cos* 9) 



od anche 



^ sen* 9 cos* 9 

y = 2a ;; ; 5— 

^ ^ sen' 9 + cos' 9 



sen' 9 + cos' 9 



(^ cos' 9 — sen' 9 ^ \ 

= « 2 — -f—. 3-^— cos 29 

\ cos' 9 + sen' 9 / 

sen* 29 



[y = i« 



cos' 9 + sen" 9 



QUISTIONI PROPOSTE 



725. Se Pi, Pa sono due punti qualunque dì una cubica di Àgnesi 
allineati col vertice 0, dimostrare che: 

1° il luogo del puuto medio del segmento PiPa è una retta m\ 

2° il luogo del punto P coniugato armonico di rispetto a PiP» 
è una parabola; 

3" le tangenti alla cubica nei punti Pi, P» e la tangente alla pa- 
rabola in P, concorrono in uu medesimo punto M; e il segmento PM 
è bisecato dalla retta ^»; 

4^ la tangenti alla cubica nei punti Pi, Pa tagliano Tassintoto in due 
punti equidistanti dalla intersezione di quest'ultirao con la retta PiP». 

T. Retali. 

4^) la equazione della mia e A d'Agneai fV^rf irr^a; dferfU al ^\s^ na<at} di BitatnattlA <j &iJiv lan* 
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Una Vita preziosa si è spenta anzi tempo, e un uomo d'intelletto 
gagliardo tragicamente è stato strappato a quel nucleo dì poclii 
volenternsi die, nell'arduo, diutnino e mal ricompensato studio delle 
scienze pure, ritraggono l'unica loro intellettuale soddisfazione. Il 

Prof. Dott. GIOVANNI CRESCI 

mentre conduceva a passeggio i quattro iìglioletti, nel traversare 
un ponte sul Tanaro, iu Alessandria, ebbe l'atroce dolore di vedere 
un figlio, pieno di vita e di robustezza, cadere nelle acque infide del 
fiume in piena. Il povero padre si slanciò, nelle acque per salvare 
il figlio adorato, ma fu soprafatto dai vortici e incontrò morte lacri- 
mata e immatura. 

Noi, che fummo amici sinceri e affezionati dello scenziato modesto 
e studioso, il quale, alla scuola secondaria, dette non pochi lavori, tutti 
indiscutibilmente pregevolissimi, poiché hanno avuto l'onore di' mol- 
teplici edizioni, noi clie conoscemmo le alte sue virtù di cittadino, di 
padre e di educatore, versiamo lacrimo sulla sua tomba troppo presto 
dischiusa, e inviamo un mesto affettuoso saluto alla vedova derelitta, 
ai poveri orfani. 

La Redazione. 



La Ditta Raffaello Giusti, editrice di molte opero scolastiche del 
compianto Professore, si unisce a noi nell' inviare sentite condoglianze 
alla sventurata famiglia. 



Ebbìta-Comioe. - Wrt fHc. I, Lnglio-AgoJto 1»S, a pag. ì». Una 7. In di: "muo iiridncf- 
bUi.. «1 ponKx: •nono itridacibili ed huiio I nnmiirRtori primi ft» lo»,,. 



Giulio Lazzbri — Jìtrellore-rrirpotutabile 
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ONORANZE AL PROF. ULISSE DINI 



La facoltà di scienze dell'Università di Pisa ha deliberato di por- 
gere degno tributo di onore e d'affetto al suo decano, l'illustre 
prof. Ulisse Dini, senatore del Regno, nel quarantesimo anniversario 
della nomina di lui a professore; ed ha perciò pubblicato la seguente 
circolare, che sono lieto di portare a conoscenza dei lettori del 
" Periodico di Matematica ,. 



:i 



-^ 



Pisa, gennaio 1907. 



CTdarissvmo Signore., 



Il 16 ottobre 1907 il prof. Ulisse Dini, senatore del Begno, compirà 
il 40^ anno dalla sua nomina a professore nell'Università di Pisa. 

A tutti 1 cultori della scienza sono noti ì grandi meriti di luì come nm^ 
tematico e come insegnante. 

Questa Facoltà di Scienze Fiaicbe, MatematicBB e Naturali^ che si onora 
di averlo nel suo seno^ ha pensato in tale occasione di rivolgersi a quanti 
furono o souo del Dini o colleglli o discepoli o ammiratori della sua opera, 
perchè vogliano associarsi a lei nel far degnamente onore al grande maestro. 

Le invia pertanto una nota di sottoscrizione pregandola di voler aderire 
e raccoj^liete delie adesioni e delle offerte. 

Con ossequio 

Tir la ìu<M 41 Scieite W\t\fj HttMalicbi e Hdonli 

La ComrnixHioìie 
Prof. Mario Canavari, Preside della Facoltà 
Prof. Eugenio Beutiki 
Prof. Onorato Nico letti, Segretario Cassiere. 






N.B. — Si prega dì rimandare le note di sottoscrizione colle relative of- 
ferte non oltre il 30 aprile prossimo venturo ali indirizzo del prof. Onorato 
ì^icolettij Via S. Martino n. 3, p. 2*^ Pisa* 
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I! " Periodico di MaiemnticH . si associa con enttiBiasmo alla bella 
iniziativa, e fa caldo appello a tutti i cultori della matematica, perchè 
vogliano concorrere a rendere la nianifestazion© degna del grande 
scienziato che m vuote onorare. 

Specialmente si rivolge agli imi umere voli professori ed ingegneri che 
in questi qnarant'anni aono usciti dalla R. Unìvet*sìtà o dalla R. Scuola 
normale superiore di Pisa. Essi sono legione; e tutti» evocando le 
niemorie vicine o lontane della vita di studenti, ricordano che il Di ni 
non è soltanto un grande scienziato, ma anche un maestro incompa- 
rabile, dj una attività a tutta prova, sempre animato dal fuoco sacro 
dell'entusiasmo per la sua scienza, entusiasmo che sa comunicare at 
suoi allievi. 

Io sono certo che da tntte le parti d'Italia e deirestero^ ove sono 
stati dispersi dalle vicende della vit^ e della carriera, gli scolari del 
Dini vorranno inviare il loro contributo, affincliè nel nome grande del 
maestro si possa istituire (come so essere nelle intenzioni dei promotori) 
qualche fondazione benefica a favore di studenti della facoltà che 
gli è sempre stata e gli è così cara, alla quale ha consacrato le 
forti energie del suo alto intelletto e del suo nobile cuore. 

Ed egli, il buon maestro, sarà felice di vedere che in un giorno 
solenne, il plebiscito di affetto riconoscente e dì venerazione, che a 
lui tributano i suoi scolari del passato e del presente si converte 
in un'opera che renderà caro ed amato il suo nome anche agli sco- 
lari della V venire. 

Coloro che desiderano maggiori informazioni e schiarimenti, pos- 
sono chiederli ad uno qualunque dei componenti la commissione. 

Le offerte che saranno inviate alla direzione del Per iodico di piate- 
maticQ saranno trasmesse al Segretario-cassiere della commissione, e 
di esse verrà reso conto net giornale. 

G- Lazzerl 
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DAVIDE BBSSO 



Il professor Davide Sesso si spegneva serenamente, in Frascati, 
ove era stato trasportato per alleviare le sofferenze di mal di cuore, 
l'otto agosto dell'anno ora scorso. 

Da circa dieci anni non apparteneva più all'insegnamento univer-, 
sitario, che aveva chiuso e coronato la sua lunga carriera d'inse- 
gnante dell'Istituto Tecnico di Roma, e che aveva abbandonato agli 
ultinii tlel 1896, nel pieno vigore ilelle forze, «ella inatniità del forte 
ingegno. Aveva pure, quasi al tempo a tesso, abbandonato gli studi 
scientifici prediletti; ma alla scuola ed alla scienza egli aveva già 
dedicato tutto 8è stessa ; Della scuola aveva passata la parte migliore 
della sua vita. 

Fondava in Roma, nel 1886, il " Periodico di Matematica ,; (^) ed 
al suo sviluppo, nei primi anni, aveva efficacemente contribuito. 

E ben giusto quindi che il Periodico onori, ne lasci cadere in un 
ingrato oblio, la memoria del suo fondatore; e die un allievo, affet- 
tuosamente memore, dica in breve dell'opera proficua e feconda dello 
studioso e deU'iiìsegnantef quasi a sciogliere un debito di gratitudine^ 
e a recare un tributo di affetto al maestro indimenticabile. 






Davide Sesso, nato il 28 luglio 1845 in Trieste, da agiata famiglia, 
compi in patiirt i primi studi ; segui poscia i primi tre corsi univer- 
sitari a Pavia e l'ultimo a Pisa, ove sì laureò in matematiche nel 
giugno 1866, Insegno subito e per quattro anni nella scuola tecnica 
comunale di Viadana; nel 1870 passò in quella regia di Perugia e 
finalmente, un anno dopo, otteneva per concorso la cattedra di ma- 
tematica nell'Istituto Tecnico di Roma, risorto allora a nuova e ri- 
gogliosa vita sotto la direzione sapiente ed illuminata del Rodriguez. 
A Roma, dal 1874 al febbraio 1888, insegnò nel secondo biennio con 
amore sen^a puri, con uno scrupolo sconfinato, con energia e con 
originalità. E furon questi gli anni più operosi della sua vita scien- 



ti) Dopo il primo Anno di viti, il Ffliiodìto fa dirfiito dal BeiiaD e dikl compianto proT LngU 
dna Al ISSO. 
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tifica; gli aiuii, forse, più belli, passati fra Taffetto della mamma 
adorata e della famiglia, stabilitasi in Kiiiiia; fra gli stiuli indefessi 
e ri nsegn amento che pur tanta parte assorbiva della sua attività. 

Nel 1887, dopo esserci l'anno innanzi cimentato con onore al con* 
corso per ordinario di Algebra a Napoli (e tra i concorrenti erano il 
Capelli, il compianto e sventurato Casaro e il Fratti ni), prese parte 
al concorso di Calcolo infinitesimale a Modena. 

Hinsci secondo ed ebbe la cattedra nel febbraio dell'anno dopo. 
Lasciò, dopo circa diciotto anni, la modesta cattedra delTlstitnto e 
fn professore a Modena, o v'ebbe anche, per qualche anno, rincarico 
deirinsegnauiento dell'Algebra^ 

Eppure, strano a dirsi, il cambiamento pur tanto ambito, ebbe 
quasi ad addolorarlo. Fu colpito profondamente, e certo esagemta- 
menter del giudizio che la commissione die del suo modesto ma co- 
scienziosissimo lavoro; al punto dì dire ai buoì amici, che se quel 
giudizio avesse in precedenza conosciutOf non avrebbe abbandonato 
ristitufco! 

La perdita della madre dilettissima portò un colpo gravissimo 
a]la Bua salute, alla sua operosità. Da allora si manifestò in lui una 
specie di (aedium vUae; il desiderio di ritirarsi, di farsi quasi dimen- 
ttcare, A soli cinquant anni si sentiva vecchio, sfiduciato, senza la 
necessaria energia per restare nelTinsegnamento superiore; bisognava, 
così ripeteva, lasciar it posto a chi avrebbe fatto meglio, ad uno più 
giovane, piii valoroso. 

Le preghiere dei parenti, degli amici, non fecero che differire di 
poco la irrevocabile determinazione. Appena ottenuta la promozione 
ad ordinario (dicembre 1895), chiedeva ed otteneva il collocamento 
a riposo (novembra 1896). 

Si ritirò a vita privata, passando parte dell'anno a Trieste, parte 
a Roma; occupato a completare la sua biblioteca matematica, ric- 
chissima di opere preziose, di opuscoli rari, di cui era ricercatore 
infaticabile e per la quale apendeva buona parte del suo, dedicando 
il resto ai poveri. La biblioteca aveva donato e trasportato a pro- 
prie spese alla patria. 

Queste le poche vicende della vita dello studioso. 



•% 



La produzione scientifica di D. Besso può nettamente dividersi in 
due parti. Una parte riguarda questioni elementari o storiche e com- 
prende, oltre le sue poche opere didattiche, i numerosi articoli pub- 
blicati neir Annuario deiristituto Tecnico di Roma, e nei primi volami 
del Periodico di Matematica. 

Alcune di queste pubblicazioni, veri gioielli di eleganza matema- 
tica, sono anche molto importanti; e pure^ sì noti bene, non furono 
mai presentate nei concorsi universitari. 
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Un'altra parte riguarda gli studi sul calcolo integrale, sulla teoria 
delle equazioni differenziali lineari e sulle equazioni del quinto e del 
sesto grado. Queste ultime ricerche, continuate con amore per quasi 
un decennio, rappresentano la parte più cospicua e più importante 
dell'opera scientifica del Bosso. 

I lavori giovanili, dal 1868 al 1874, contengono eleganti risultati 
sul calcolo di alcuni integrali definiti; una estensione di un noto teo- 
rema sull'integrale di Dirichlet, e l'espressione in termini finiti di 
alcune notevoli serie. 

II primo lavoro sulle equazioni differenziali lineari, frutto di lunga 
preparazione e di matura riflessione, è del 1881 ; ed a questo, senza 
interruzione, seguirono tutti gli altri numerosi, pubblicati nelle Me- 
morie e nei Rendiconti dell'Accademia dei Lincei. Tali lavori, in mas- 
sima parte, trattano di alcune proprietà delle equazioni differenziali 
lineari omogenee che presentano una cert-a analogia con altre delle 
equazioni algebriche e che, come disse il Beltrami, sebbene siano state 
fino ad ora poco considerate dai matematici si possono con buon fonda^ 
mento reputare feconde di utili conseguenze per la teoria delle dette equa- 
zioni differenziali. (^) 

Il Bosso infatti con mezzi assai semplici dimestica numerose pro- 
prietà sul prodotto di m integrali particolari di quelle equazioni; 
sulla somma di due potenze, ad eguale esponente, di due integrali 
particolari; mette in bella relazione i teoremi trovati colla teoria 
delle equazioni algebriche; estende al caso di una equazione di ordine n 
due teoremi dati da Brioschi ed Hermite per l'equazione differenziale 
del second'ordine. Due di questi teoremi sono notevolissimi ed espri- 
mono che il prodotto di m soluzioni particolari quali si vogliano di 
un'equazione differenziale lineare omogenea di ordine n soddisfa ad 
un'equazione differenziale lineare omogenea d'ordine eguale al numero 
delle combinazioni con ripetizione di n cose ad m ad tu; e poi che le 
derivate logaritmiche di m soluzioni particolari d'un'equazione diffe- 
renziale lineare ecc., sono le radici d'un'equazione algebrica di grado m, 
i coefficienti della quale si possono esprimere razionalmente per mezzo 
del prodotto di quelle m soluzioni, d'alcune sue derivate, dei coeffi- 
cienti della data equazione differenziale e d'alcune loro derivate. 

Questi teoremi provocarono importanti osservazioni del Gasorati; O 
e può ben dirsi costituiscano il punto di partenza di tutte le altre nu- 
merose memorie del Bosso. Le quali, a loro volta, mostrano la im- 
portanza dei due teoremi e tutto il partito che il Bosso, con rara 
perizia, con calcoli a volte lunghi e laboriosi, ma sempre eleganti, 
ha saputo ricava rne^ relativamente alle equazioni differenziali del 2^ 
e 3^ ordine. Così, ad esempio, nella memoria: ^ Di alcune proprietà 



m Tn.nsT3Titi R Acf. à. Lìncei, vùl Tir, aorio HI, eodutn 17 dicembre 1833, 
^} Tnaautiti R. Add* d. Lincfli, voL VI, serie HI, pì^g^ Jìil (1S81^« 
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deirequazione diflferenziftle lineare omogenea del second'ordine e di 
alcune equazioni algebriclm ^j ^^ <^ui egli s* imbaite in un belliBsìiiio 
teoiema relativo ad uno speciale determinante, potenza di quello fa- 
moso di Vandermonde, considerando il caso che il prodotto di m so- 
luzioni particolari della data equazione sia costantOf il Besso riesce 
a risolvere, per radicali^ una estesissima classe di equazioni alge- 
br ielle. La formazione dell equazione algebrica che ha per radici la 
derivate logarìtmiche dì m soluzioni particolari di una equazione dif- 
ferenziale ecc* di ordine n non è agevole, come già osservava il 
Casoratì. Il Besso fa il calcolo per un'equazione di second'ordine e 
per sei soluzioni particolari; deduce agevolmente la condizione perchè 
un'equazione di second'ordine, mancante del termine eolla derivata 
prima ammetta sei soluzioni particolari il cui prodotto è costante ; 
poscia, dalla relazione tra Tequazione algebrica ottenuta e la equa- 
zione originaria differenziale, h condotto alla riaolnzione, per serie 
ipergeometrieheT di utka particolare classe dì equazioni del 6^ gvadOj 
portando cosi un pngemle compiemefUo ai riaultaii già noti di questa 
teoria. (*) 

1 lavori di Haìphen e di Goursat sulTequazione differenziala del 
quart*ordÌutj soddìstiitta dal prodotto delle coppie di soluzioni di due 
equazioni differenziali del secondo, conducono il Besso a nuove gè- 
neralizzaziotii e ad un teorema notevole su quattro integrali fonda- 
mentuti dell'equaziona del quarto ordine sopradetta, dei quali è nulla 
una forma quadratica. 

Pregevolissima è la memoria sull'equazione del quinto grado, in- 
spirata dalle classiche ricerche di Brioschi. 11 Besso prende le mosse 
dal teorema ohe le radici di un'equazione algebrica di grado n, priva 
del secondo termine, soddisfano ad un'equazione differenziale lineare 
omogenea di ordine n — 1; valendosi poi di un bel teorema di Brio- 
Bchi forma leq nazione di quarto ordine soddisfatta dalle radici di 
un equas^ìone algebrica di quinto grado ridotta dalla forma di Jerrard. 
L'equazione così formata rientra in una classe assai generale, stu- 
diata dal Goursat, integrabile par serie ipergeo metriche di ordine 
superiore; dalla integrazione così ottenuta è facile allora esprimere, 
colle stessa serie, le radici dell'equazione di Jerrard. 

Ne basta; che i resultati conseguiti in precedenti lavori, permet- 
tono di dare alla ricerca una forma assai semplice ottenendo la detta 
nsol azione mediante serie ipergoometriche di fcerz'ordine ; e il Besso 
riesca pure ad esprimere, con serie ipergeomatricbe dì secon d'ordine 
le radici quadrate delle radici della riaolventa di Brioschi dall'equa- 
zione di quinto grado» 

La esteuBione dei risultati precedenti conduce alla ricerca delle 
equazioni differenziali di 3** e 4" ordine integrabili per sarie ipergeo- 
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metriche; alla risoluzione dell'equazione trinomia y^ + y — x = 0, me- 
diante serie ipergeometriche di ordine n — 2 ; e di alcune più com- 
plicate ancora. 

Le* prime cinque memorie sulle equazioni differenziali e poi tutto 
il complesso dei suoi lavorì sullo stesso argomento, valsero al Sesso 
per ben due volte uno dei premi offerti dal Ministro della P. I., per 
relazione del Beltrami ; il quale, a nome della Commissione dei Lincei, 
formulava il voto che i non pochi matematici, italiani e stranieri, i 
quali 8i occupano degli stessi argomenti, prendano nella debita conside^ 
razione le belle proposizioni ed i risultati semplici ed impoHanti che U 
signor Besso è riuscito a conseguire, col lavoro perseverante di più di 
cinque anni. (') 

Ma bisognava per ciò non aver la modestia del Besso, la sua ri<^ 
trosia a parlar delle sue cose, de' suoi lavori ! 






L'Annuario dell'Istituto Tecnico di Roma, dal 1877 al 1884, con- 
tiene alcuni pregevolissimi articoli, parte e frutto dell'elevato inse- 
gnamento che il Besso impartiva nel 2^ biennio dell'Istituto. 

Nei teoremi elementari sui massimi e minimi, da una serie inge- 
gnosissima di disuguaglianze stabilite in modo elementare, egli trae 
una serie di teoremi, nuovi in gran parte, sui massimi e minimi di 
porte funzioni a più variabili e che sfuggono al metodo classico ele- 
mentare fondato sulla discussione delle radici di un'equazione di se- 
condo grado. Questa nota succosa, elegantissima, contiene, se non ci 
inganniamo, una tra le più belle, semplici e generali dimostrazioni 
del teorema che la media aritmetica di quanti si vogliano numeri 
positivi è sempre maggiore della loro media geometrica, quando al- 
meno due di essi sono diseguali ; teorema che il Besso estende in un 
certo senso, considerando la media delle potenze r"®, e la media dei 
prodotti r ad r. 

E lo stesso Annuario contiene un'altra nota di una impareggiabile 
eleganza. Con mezzi semplici, elementarissimi e rigorosi, dopo aver 
rilevato che una dimostrazione contenuta nel noto trattato di Trigo- 
nometria del Serret, non è rigorosa, il Besso riesce a stabilire le li- 
mitazioni pel seno e coseno di un arco, limitazioni che si estendono 
ad una potenza intera e positiva qualsiasi dell'arco. È in fondo una 
bella, elementare dimostrazione dello sviluppo del seno e del coseno 
di un arco in serie ordinata per le potenze dell'arco stesso. 

Agli stessi intenti sono dedicate altro due note; una sul calcolo 
del Terrore per la ricerca del logaritmo di un numero non compreso 
nelle tavole e per il problema inverso j l'altra relativa alla celebrò 
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farmula del pendolo sem[vlice. La dimostrazione del Basso potrebbe 
prender onorevolmente posto nei trattati elementari di meccanica e 
ci sembraf oltre che rigorosa, assai pili sarnpliue delie moltissime 
altre proposte, E notiamo infine un'altra nota contenente una bella 
osservazione che non credo fatta da altri; cioè che reguaglianza delle 
mediane in un triangolo sierico non trae di conseguenza Teguaglianza 
dei corrispondenti lati. Il Besso dà nnehe, oltre un esempio, la con- 
dizione necessaria e suflìciente perchè questo avvenga. 

Gli articoli pubblicati nel Periodico di Matematica, dal primo al- 
l'ottavo annor sono numerosissimi : esercizi per la scuola, oggetto 
costante delle Rue cure e dei snoi pensieri, vere miniere di acute 
osservazioni e risultati conseguiti nel lungo insegnamento; articoli 
didattici ; ricerche originali e tra queste, per non dilungarci troppo, 
citiamo solamente quelle sul tetraedro a facce eguali ; su alcune pro- 
pi'ietà e su una serie di punti notevoli del triangolo; sul tronco di 
prisma, ecc.; e tinalmetìie anche tre articoli di storia della mate- 
matica. Di questa era studiosissimo e coltissimo; e nella età matura 
si era Un un co dato allo studio del latino per poter fare ricerche dì- 
rette sulle fonti. 

Nel breve articolo sulla ricerca del volume della piramide trian- 
golare quando sono date le lun^hesize de' suoi spigoli, egli ha riven- 
dicato a Tartaglia la formula attribuita ad Eulero, Lagrange, Ma- 
scheroni ; e la nota su di un opuscolo di Michelangelo Ricci è una 
illustrazione dotta ed erudita degli eleganti e notevoli teoremi sui 
massimi e sui minimi geometrici scoperti dal celebre porporato ro- 
mano e da altri geometri italiani, continuatori della gloriosa tradi- 
zione di Galileo, Torricelli e Vi vi ani. 






r^ 



Una breve, ma speciale menzione meritano i pochi libri dì testo 
del Besso, Nei primi atmi nel suo insegnamento aveva tradotto dai 
tedesco, pei suoi allievi, la Geometria popolare del Littrow e Tavea 
corredata di note piane e ciliare. Egli era un caldo fautore dell'idea 
di dar presto sii giovani il concetto di funzione, e in un artìcolo del 
Giornale di Matematiclie, iii cui aveva riassunte le note del Littrow, 
con una serie bene appropriata di esempi facili, intuitivi, mostrava 
la necessità di introdurre e svolgere tale concetto, dominante nella 
matematica e che serve di base a tutte le sue applicazioni, sio dai 
primissimi elementi. 

Gii elementi di Trigonometria piana, con un'appendice di tavole 
di seni e coseni, editi nel 1880, sono un piccolo, nmdestissimo libric- 
cino di appena cento pngine ; fedele riassunto delle lezioni che, da 
anni, seguiva nel 3"* corso dell'Istituto. Ed è, può sembrare fino im- 
possibile, un libro originalissimo e che completamente e profonda- 
niente si scosta dalle solite rifritture e raffazzonature. 
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Il Sesso destinava al quarto anno la teoria delle funzioni circo- 
lari, e molto ragionevolmente; i suoi elementi quindi non considerano 
che la risoluzione dei triangoli rettilinei e trattano con diffusione 
dei metodi elementari pel calcolo, con una data approssimazione, del 
seno e del coseno di un angolo e del problema inverso. Il calcolo 
e la risoluzione degli svariati problemi sui triangoli rettilinei sono 
sempre fatti e condotti in modo da poter, premessa una teoria ele- 
mentare delle approssimazioni numeriche, assegnare il grado di ap- 
prossimazione del risultato. Egli stesso, valeiitìsisimo e celerissimo 
calcolatore, aveva calcolato con una tleterni inaia approssimazione e 
coi metodi esposti negli elementi, le tavole di seni e coseni naturali 
di dieci in dieci primi, ecc. Quesia appendice di poche pagine rac- 
cbìiide un lavoro lungo, faticoso, nui esattissimo. Ne va taciuta 
un'altra dote di questi elementi; la raccolta cioè numerosa, notevo- 
lissima e in gran parte pure originale, degli esercizi proposti. 

i^ * 

Il Bcsso era un lavoratore infaticabile, coscienziosissimo* Non di* 

ce va cosa, ne scriveva o pubblicava lavoro che non fosse lungamente 
meditato e ponderato. L'insegnante poi era perfetto. Ricordo con un 
senso di profonda, riverente £ininiirazìo[ie, la cura, lo scrupolo con cui 
faceva la sue lezioni, rivedeva ì nostri compiti, co Jitrol landò minu- 
ziosamente i calcoli, non lasciando inosservata la pìU lieve menda; 
rammento ancora il salutare rigore che egli ci usava. Entrando in 
quella piccola stanzetta in cui soleva far lezione, ci sembrava di en- 
trare in un tempio !^ 

Era apparentemente di modi burberi, di poche è misurate pa- 
role; bastava conoscerlo un po' da vicino per conoscere il suo ottimo 
cuore, la rettitudine del suo animo^ per ammirarlo ed amarlo. Cari* 
tatevoli^simo egli era, si e detto; i pochi gioielli che possedeva aveva 
anche dato in opere di benefìcenza. La sua cultura matematica, non 
era vasta; ma ciò che sapeva, sapeva profondamente. Aveva la pas- 
sione pei libri rari e n'era conoscitore provetto. Era modesto, incre- 
dibilmente modesto, e forse l'esfigerato concetto dei suoi doveri di 
studioso, di insegnante lo indussero a ritirarsi dall' insegnamento^ 
Quanti saprebbero o potrebbero fare altrettanto ? 

Se è un sacro dovere pei giovani onorare la memoria di coloro 

che dedicarono il loro iugegiio, la vita alla scuola e coiiseguirono 
ancora im posto onorevole, per quanto modesto, nella scienza, nessuno 
più del Eesso, crediamo, sia di ciò degno. Possano le poche e sin- 
cere parole dell al Uovo contribuire in mìnima parte ad onorare la 
memoria del maestro! 
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ELENCO DELLE PUBBLICIZIONI SCIENTIFICHE 

m 

0AVIDE BESSO 



a. 

10, 

11. 

12. 
13. 

14. 

15, 
16, 

17, 

18. 

19, 

20. 

22. 



L Giornale di matematiGhe* 

Suiriotegral sena e rinterrai coseno [v. 



VI, pp. 313^323 iihm]. 



Sairintogi- 



ale f 



d^ [v. Vn, pp, 210-212 (1869)]. 



Del concetto di funzione noli' insegnamento della geoiVKitna «teme d tare [v, YIl» 

pp. 13 Mae (1869}]. 

Sopra alcuni iritegidi doppi [v. X, pp. 79-92 (1872}]. 

Sopra alcuni integrali defìiiìti [y, X, pp. 119-127 (1872)]. 

Snlla aeiie I - - ~ - ~ [v. X. pp, 160-164 (1872)]. 
(2tt + 1) 

Buirintegrale / F (.r) iùgxd^ esteso fra linciti reali e pgaìtiTi quando la F(^J 

eia una funzione razionate [v. XI 1, pp. 1-14 (1874)], 
Suirintograle del prodotto di una funzione razionale pel logaritmo di una fun^ 

zione razionale [v. XXV, pp. 356*3 G2 tl8S7j]. 

IL Reale Accademia dei Uaceì: Memorie della cliiie di acienze fisiche» matematiche 

e naturali (Serie 11!}. 
Alcune proposizioni anll^ equazioni difietenzjali lineari [y, X, pp, 252-258 
(ISaO'^l)], 

Sul prodotto di più soluzioni particolari d'un'equaEione differenziale lineare 
onriogenea e special mente sul prodotto di duo eoluzionì particolari dell'eqna- 
zioo© differenziale lineare omogenea del terz 'ordine [y. XIV, pp. 3- 13 {1882-83)]. 
Di alcune proprìeiii dell't^quazicme difTerenziale linenre omogenea del eecond*or- 
dine e di alcune equazioni algebrìclie [?. XLV, pp. 14-29 (1882-88)]. 
Sopra una classe d'equazioni del aeato grado nsolubiti per serie ipergeorae* 
triche [\\ XIV, pp. 30-89 (1882-83)]. 

Di alcune propnetii dell 'equazione linear e, non omogenea del aecond'ordina 
[v. XIV, pp. 40-45 (1882 S3)]. 

Sul prodotto di due eoluzionì di due equazioni differenziali lineari omogenee 
del aecond'ordìne [v. XIX, pp, 219-231 (1S8S-84)] 
Sul l'equazione del quinto grado [v. XIX, pp, 
Di una classe d'equazioni differenziali linear 
serie ipergeometriche [y. XIX, pp. 245-250 (1883-84)], 
Di una classo d^eq^iazioui differenziali lineari del terz* ordine, integrabile per 
eerie ipergeometriclje [v, XIX, pp. 251-252 (18S3-84Ì). 
Sopra una classe d'equazioni tiinomìe [v. XÌX, pp. 631*642 (1S83-S4)], 

IlL R en di conti della R. Accademia dei Lincei; Claste di icienze tisiche, maiematiche 

e naturali, 

Intoruo ad un'equazione differenziale i per geometrie a [Serie 111, y. VII, p. 230 
(1882^83)]. 

Sopra una classe d'equazioni differenziali lineari del quart* ordine, e sulTeqna- 
ziouo del quinto grado. Nota 1' [Serie IV, y. 1, pp. 183-186 (1884-85)], 
Sopra una classe d'equazioni differenziali lìueari del quart*ordine, e sulTequa- 
ziune del quinto grado. Nota 2' [Serie IV, v, 1, pp. 233-237 [1884-85;]. 
Sullo equazioni trinomio e, in particolare» su quelle del aettimo grado [Ser, IV, 
V. I, pp. 237-243 (1884-85)]. 



232-244 (188E*84)]. 

del qiiart*ordÌne, integrabile per 
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23. Di alcune proprietà delle equazioni lineari omogenee alle differenze finite del 
second'ordine [Ser. IV, v. I. pp. 381-383 (1884-85)]. 

24. Sopra una classe d'equazioni differenziali lineari del second'ordine, e sull'e- 
quazione del quinto grado [Serie IV, v. II, V sem., pp. 593-597 (1885-86)]. 

25. Di alcune equazioni alle derivate parziali del prim'ordine [Ser. IV, v. Ili, 
2» sem., pp. 158-160 (1887)]. 

26. Sopra alcune equazioni differenziali ipergeometriche [Ser. V, v. Ili, 2^ sepo., 
pp. 393-400 (1894)]. 

27. Di una formola relativa all'integrale ellittico completo di prima specie, con- 
tenuta in una precedente Nota, e di altre a quella affini [Ser. V, v. IV, 1*^ sem., 
pp. 229-232 (1895)]. 

IV. Memorie delta R. Accademia di Scienze, Lettere ed Arti di iModena. 

28. Sull'integrazione dell'equazione differenziale lineare omogenea del second'or- 
dine quando sia conosciuta una funzione intera del secondo grado a coeffi- 
cienti costanti di due suoi integrali fondamentali [Ser. II, v. VII, pp. 239-244 
(1888)]. 

29. Sull'integrazione dell'equazione differenziale lineare omogenea del terz'ordine 
quando sia conosciuta una funzione intera del secondo grado a coefficienti co- 
stanti di tre suoi integrali fondamentali [Ser. II, v. VII, pp. 245-252 (1888)]. 

V. Jomai de Sciencias matliematicas e astronomicas. 

30. Di alcune formolo relative alla funzione sferica P,^ (x) [v.XII, pp. 65-80 (1895)]. 

VI. Periodico di IMatematica per l'insegnamento secondario. 
81. Sul tetraedro a facce eguali [v. I, pp. 1-12 (1886)]. 

32. Corollari e generalizzazione di un teorema di Eulero sul quadrilatero [Ibid. 
pp. 53-56]. 

33. Sull'errore nel calcolo del seno di un angolo colle tavole e sopra un noto 
teorema di goniometria [Ibid. pp. 122-126]. 

34. Esercizi per la scuola [Ibid. pp. 149-151]. 

35. Di alcune proprietà del triangolo [v. 11, pp. 1-6 (1887)]. 

36. Dimostrazione elementare di un teorema sul centro di gravità di un arco di 
circolo [Ibid. pp. 26-27]. 

37. Sull'insegnamento della trigonometria nelle scuole secondarie [Ibid. pp. 41-49]. 

38. Di una serie di punti notevoli nel triangolo [Ibid. pp. 53-54]. 

39. Teoremi sul tronco di prisma [v. Ili, pp. 175-179 (1888)]. 

40. Sul concetto di limite. 100 esercizi proposti [Ibid. pp. 41-55]. 

41. Sulla media aritmetica [Ibid. pp. 119-121]. 

42. Proposizioni riferentisi a trasformazioni di alcuni polinomi [Ibid. pp. 145-147]. 

43. Sui triangoli simili [Ibid. pp. 180-183]. 

44. Sopra una ricerca goniometrica di Aristarco di Samo [v. IV, pp. 14-17 (1889)]. 

45. Sulla ricerca del volume della piramide triangolare quando sono date le lun- 
ghezze dei suoi spigoli [Ibid. pp. 144-145]. 

46. Sulla misura del quadrato e sul teorema di Pitagora. Esercizi [Ibid. pp. 24-26]. 

47. Sulla potenza di un binomio e di un polinomio [Ibid. pp. 115-121]. 

48. Sull'eguaglianza o** = 6' con a e b interi e positivi [v. V, pp. 12-15 (1890)]. 

49. Sopra un opuscolo di Michelangelo Ricci [v. Vili, pp. 1-3 (1893)]. 

VII. Annuario del R. Istituto Tecnico di Roma. 

50. Sopra un teorema di Dirichlet [pp. 18-40 (1877)]. 

51. Teoremi elementari sui massimi e minimi [pp. 7-24 (1879)]. 

52. Dimostrazione elementare di alcune formolo per il calcolo dei seni e coseni 
[pp. 25-35 (1879)]. 

53. Sull'approssimazione dell'ordinaria interpolazione nelle tavole di logaritmi 
[pp. 38-46 (1883)]. 

54. Sopra un notissimo fenomeno di rifrazione [pp. 47-54 (1883)]. 
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55. SulU durata doiroseillazione del pendDlo i«m pi ice circolare [pp. 55-60 {ISSS)]. 

56, Dì unn prppritìta del tdaiigolo aferico [pp, 6U66 (1883)], 

57« Di Alcune regole per Ih trìjjv^iene dpprosaimaia dell'Angolo (1884). 

Yin. Opere pubblicate separatamente. 

58^ GeonioUia popolalo di C* L, Lìttrow, tradosioue dal tedesco con noto. HJlaiio, 

18(59. E, TreTrejB. 
50. Eleinotiti di trigono motrift piana. Roma, 1880, E. LooacUer. 

60. Tavolo di aerti e coseni. Appendice agli Elementi di Ingonometria piano. 
Roma, 1880. E, Leeacher. 

61, Noie ioni sui logaritmi e sugli interessi composti esposte secondo i nuovi pro- 
grAmmi per le scuole tectiicbe. Con una tavoletta di lognritmi. Roma» 1881. 
LiUr. A. Manzoni. 

Kp Maboolokoó. 



SOLUZIONI INTERE IN PROGRESSIONE ARITMETICA 



appartenenti a ei|uax]oiiJ Indeterminate del tipo X a^"» ^ ar* 



H-i 



Oggetto della presente Nota è lo studio di alcune particolari so- 
luziuni intere dì eq unzioni ìu determi nata del tipo seguente : 

Per il caso di r = 2 si lia la nota equazione di Fehuàt, alla quale 
corrisponde il teorema (non ancora completaui^^n te dimostrato) cono- 
sciuto sotto il nome di tiltimo teorema di Fermat e così enunciato 
non esislùna tre numeri interi Xi^Xt, Xs^ tali da soddisfare VequnziaM 

ari*' + a:," = 3*i" (2) 

quando sia n {inierù e) maggior $ di 2, 

Tutte te possibili soluzioni intere della (2) per ti ^2 sono date 
dalle formolo 

Xi ^^ fi + y2»F, j*t ^= r 4" y2ui?, x< = u ^ v-r |2iir 
dove u e F aono degli interi p03Ìti^^i tuli che 2«t? sia un quadrato 
perfetto. (^) In particolare per r* = (i e t?==^2a si hanno le saluzioni 
fl?i=3£i, Xa = 4fi, ar3 = 5a che sono in progresf^ione aritmetica. 

Per il caso poi di r — 3 sì ottiene Tequayione a quattro indeter- 
minate, studiata dalTEuLEfio e più tardi dal Binict: e precisamente 
questi due matematici dimostnirono che una tale equazione per il 
caso delTesponente fi = 3 ammette infinite solussioni intere dipen- 
denti dai valori dì due parametri. Il sig. Hermite dimostrò lo stesso 
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fatto per vìa geometrica. (^) Per valori convenienti di questi para- 
metri, le formolo delTEulero ci danno le soluzioni Xi = 3a, xa = 4a, 
Xi = 5a, XA = 6a: è infatti 

3» + 4» + 5» = 6»: 
tali soluzioni costituiscono pure una progressione aritmetica. 

Ciò premesso sorgono queste questioni: 

1^ le due equazioni indeterminate 

Xi'' + xJ^ = Xm'' Xi"" + xJ^ + xJ^ = Xi"" 

ammettono altri sistemi di soluzioni intere in progressione aritme- 
tica oltre quelle ora nominate? 

2^ l'equazione indeterminata (1) per il caso di r>3 ammette so- 
luzioni (intere) in progressione aritmetica? 

Ci occuperemo in questa Nota della prima questione dimostrando 
i due teoremi seguenti. 

I. L'equazione indetermincUa 

ammette un sistema di soluzioni intere in progressione aritmetica solo 
per n = 2, e in tal caso deve essere 

Xi : 3 = a?a : 4 = a?« : 5. 
n. L'equazione indeterminata 

xi''+xi'+xj'=x4:^ 

ammette un sistema di soluzioni intere in progressione aritmetica solo 
per n^S e in tal caso deve essere 

a?i : 3 = Xs : 4 = a?« : 5 = a;* : 6. (3) 

É manifesto che se l'ultimo teorema di Febmat fosse completa- 
mente dimostrato, sarebbe pure facilmente dimostrato il primo teo- 
rema enunciato. 



* 



1. Dimostriamo dunque il teorema I; ossia, posto a:i = x, a?a = a? + a 

e Xi = X'\'2a vediamo di cercare le soluzioni intere della equazione 

indeterminata 

x^ + {x + a)'' = [x + 2a)\ (4) 

Premettiamo che a; e a si possono supporre primi fra loro, (') al- 
trimenti se avessero un divisore 5 comune, in ambo i membri della (4) 
vi sarebbe un fattore S° da sopprimere. Inoltre per essere 

x'' = {x + 2ay — (x + a)'' 

si vede che x^ deve essere multiplo di a e quindi a ^ 1. 



(i) youv, AnHaU» A* Math., 1872. Gfr. anebe nna nota suno stesso argomento pubblicata dal 
■iS. MiBiVAUOVF, nei Nikuv, AhhoIm de Math., 1903. 

(S) Deve evidentemente escluderai il eaao di a = x : infatti ne verrebbe 1 + 2> = S» relazione 
soddisfatta soltanto per n =: 1. 
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Sramo con ciò condotti a studiare requozioiie 

x'' + lT+\)^ = (x + 2y\ (4)' 

DitHùstrm*emo eh^ essa ammette una saluziom infera solo per n=^ 2 
e in tal caso ^ x^S. 

Intanto è facile cosa il provare die la (4)' per fi dìspari non ani' 
mette solnzioni intere. Invero per la {A}' x deve esigere certo dìspari, 
e quindi x deve soddisfare una delle due congruenze seguenti 

x^l oppure j?==3 (tnod. 4). 

Ora per a: = l (mod. 4) e quindi x + l^2 e a? + 2 = 3 (mod- 4) 
essendo 2"^0 {mod. 4) e 3^"'^' ^3 (mod. 4) perche rispetto al mo- 
dulo 4p il numero 3 appartiene atV esponente 2, il primo membro della (4)' 
ci dà (per n =2i» + 1} 

mentre il secondo membro e 



(a? + 2}*^+» = 3 (mod. 4). 

Dunque la (4)' non è certo verificata in questo caso. 
Parimente la (4)' non è verificata per x^^ (mod. 4): poiché e 
allora 

x-{-l^O e 07 + 2^1 (niodp 4) 

e il primo membro della (4)' diventa (ft = 2m + l) 

mentre il secondo membro è 

(;r + 2)''^+^ = l (mod. 4). 

Si conclude che la (4)' per n dispari non può essere soddisfatta 
da nessun valore intero di x. 

2, Discutiamo allora il caso di n pari. Ammessa vera la (4)' ab- 
biamo 

a:*^ = (a: + 2)^-(a;H-l)" 

donde si vede che per n pari il secondo membro, epperè anche a?'', 
deve essere divisibile per x-\-2-^ x-\- ì ^2x -\-3. 

Dunque x e 2^ + 3 non possono essere primi fra loro, anzi devono 
avere per massimo comun divisore 3, Per il caso di a: ^3 la (4)' è 
soddisfatta soltanto se è n=2. Infatti abbiamo 

3* + 4^ = 5^ e per n>2 3" + 4»<5^ 

Noi dimostreremo che la (4)' perw>2 non animette alcuna 80- 
luziona intera e che por « = 2 ammette l'unica soluzione intera ;e = 3. 

Pongasi allora x ^^ 3^, e quindi 2j7 + 3 ^=^ 3 (2y + 1) : per quanto 
si è sopra detto deve essere S'^y divisibile per 3 (2y + 1), os- 
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sia 3°~\ y" divisibile per 2y -{- 1; ma y e 2y -{- 1 sono primi fra loro, 
quindi 2y + 1 dividerà 3^~\ cioè sarà 

2y + l = 3'^' con »•<,«. 
Si ricava 

e quindi 



y^ 



3'-* — 1 



x = 



3' -3 



a; + l = " 



1 



2 ♦ •*' ' '— 2 
La (4)' assume allora la forma seguente 



e X + 2-- 



3' + l 



(^T+M'=m" 



ossia 



(3r _ 3)11 + (3r _ l)n ^ (3r ^ ijn^ 

D'altra parte dalla (4)' si deduce 

ar« = (a? + 2)^ — (a;+l)° 



(5) 



e quindi sviluppando 

la parte indipendente da x nel secondo membro è la seguente somma 

(n+(2)+-+(."2)+u.)+'-^-i- 

Onde la (4)' non potrà sussistere se non è 2^ — 1 divisibile per x 



cioè 



ossia 



3'— 3 



2^ — 1 = K — ^ — (dove K è un numero intero) 



2»»+^ — 2 = K(3'^ — 3). (6) 

Incominciamo a supporre K = 1 ; vediamo cioè se può essere 

2"+^^2 = 3'^~3. (6)' 

In tal caso la (5) diviene 

(2^+1 _ 2)" + (2'^+i)^ = (2°+* + 2)" (5)' 

e divìdendo ambo ì membri per 2" 

(2^ — l)" + 2'^* = (2'^ + l)^ 
e sviluppando 

2«'=(2"+l)^— (2*'— 1)*W *^) (2Ì^-\ 2+ (3] (2^)»-^.2+. .< 
e ancora dividendo ambo i membri per 2"-* 

2--'=(;>""-+(")2-^+-+(„"3)2"+(„"i)- 



« 



_\ 
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Ora osserviamo che per n > 2 il primo membro ('} e tutti i ter- 
mite del secondo membro eccetto l'ultimo, eioè I A ^w, sono di' 

vÌ8Ìbili per 2*^; dunque dovrebbe essere ti divisìbile per 2*", ci& che 
6 assurdo, 

È cliiaro poi che per m — 2 la (5)' ossia, tu virtù della (6)\ la (5) 
a soddisfatta per n^r^2: si ricade cioè nella soltizioue jr ^3 per 
la (4)', soluzioTio già avvertita. 

Supponiamo allora nella (G) K > 1 : in tale ipotesi deve essere 

2»+" — 2>3^ — 3 
da cui 

2»+*>3^ — 1 

ed ancora^ poiché 3' è disparì, 

Da questa dìseguagliatiEa si deduce intanto 

(» + l)log2>rlog3 



ma è certamente 
quindi ^ a fortìori 

Ne segue 
e cioè 



1og2 2 
logS"^ 3 



r<j{n + l). 



n — r > » — -^ (n + 1) 



, 9 



n — r > 



(7) 



Ciò premesso dalln (5) si ottiene 

(3' — 3)" = (3^ + 1)" — (3' — 1}" 
e quindi sviluppando 

(3T = {") (3^r '{2 +3) - (")(30'-'.3' + ( 3) (S')--* (2 + 3») - . . . 

• ■ - + («-3) t^'»' (2 + ^""'J - («-2) f^'>' - 3°"' +(„ " l)3^(2+3-•)-3^ 

Notiamo die per la (7) devo essere sempre r<n; cib posto, di- 
TÌdendo ambo i membri dell'ultima egutiglianza per 3% otteniamo 

3™-r= (jJ3'"'-*(2 + 3) — (") 3"^-''. 3'+ (3) 3»'-^ (2 + 3") — . . . 
• • • + («•^) ^"t^ + 3°-")- („!1.2)3' ■ 3"-* + („ " 1) (2+3— )-3"-. (8) 



(1) tafìiÈti è »* — n — 1 > 2» osBJi nS — 3n — I > p«r » > 3. 
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mine cioè ;i dovrebbe essere divifiibile o per 3""*^ (sé fosse n — r^j2r+** 
ma mh ai è or ora viato cli« non può succedere)^ oppure per 3*''*^* 
cioè n = 3^''"^*.f?, e così via <li seguito, ripeteuilo lo stesso ragiona- 
mento, si eoìicluderebbe poi che n d^ve contenere più di 2r + « fat- 
tori 3- Dunque lo sviluppo (8) per n^2m>^2 non può mai essere 
verifieato. 

Riassumendo così i risultati ottenuti in questo numera per ft pari 
e nel numero precedente per n dispari possiamo concludere che l'equa- 
zione 

x*^ + {3£ + a)" = (x + 2aì" 

dove X, a ed n sono degli inten è soddisfatta sola per n^^Z e in tal 

caso deve essere x ^^ 3a. 

3» Passiamo a considerare l'equazione 

^n ^ (,^ ^ ^ ju _|_ ^,J. _^ 2«}" ^{x + 3a)° (9) 

© vediamo se esistono vaJori interi per x, a ed n tali che quesf^a Tenga 
soddisfatta. Come nel caso pracedente possiamo supporre x e a primi 
fra loro ; concluderemo anche (|ui che deve essere fi = L Invero svi- 
luppando la (9) otteniamo 

2x° = ^'^ x^-K aXà' — 2^-1) +(3)^"-' - a' (3' — 2* - 1) + , 

■ ■ • + (rt^li) ^ ^ ^""' (■^""' - 2''"' " 1) + aM3" — 2" -* 1) • 

Donde risulta che il primo membro cioè 2x^ è divisibile per a\ 
ma essendo a? primo con a dovrebbe essere 2 multiplo di a*" quindi 
è necessariamente a = 1. (^} 

Siamo con ciò condotti a cercare le soluzioni intere della equa- 
zione 

«'' + (ar+l)'' + (a; + 2}"-(a! + 3)". (9)' 

Dimostreremo che questa equazione ammette solo la soluzione intera 
x^S per n = 3. 

Intanto proveremo subito che per n pari la (9)' non ammette so- 
luzioni intere. Infatti per x dovrà certamente essere soddisfatta una 
delle tre congruenze seguenti 

x^Of x^l^ x^2 (mod. 3). 

Ora se è 27^0 (mod, 3) e quindi 

jp+l^l x-\-2 = 2 x + 3~i) (mod. 3) 

essendo 2*^^1 (mod* 3) per il primo membro della (9)' abbiamo 

^■"" + {x + If •" + (a? + 2)**' =2 (mod. 3) 

mentre per il seconda membro (a?-f S)*""^© (mod. 3), 



(1) E cZU^Tó dt« tion puh esaurì a = ae. 
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Per x^l e x^2 (inod. 3) si verifica pure facilmente che i due 
membri delia (9)' non sono congrui fra loro rispetto almod^Spern 
pari. 

Dunqne la (9)' per n pari non ammette soluzioni intere. 

4. Occupiamoci pertanto dì cercare se la (9)' ammette soluzioni 
intere per n dispari : avvertiamo subito che x dovrebbe essere di- 
spari ; infatti dalla (9)' si deduce 

x^ + {x + 2)^ = n(x + l)^-'.2+i^^{x + l)^-\2'+... + 2''. 

Ora si vede che se x fosse pari il primo membro sarebbe divisi- 
bile per 2° e dunque dovrebbe essere tale anche il secondo membro 
e in particolare il primo termine nix-}-!)^"^ .2 dovrebbe essere di- 
visibile per 2'; ciò che non può essere, essendo tanto n che x-^-l di- 
spari. Dunque non potrà essere la (9)' soddisfatta altro che per x di- 
spari: cioè per x dovrà verificarsi certamente una delle seguenti 
congruenze. 

a?^l, a?^3, a?^5, x^l o x^9 (mod. 10). 

Lasciamo per ultimi i casi dia?^3ea;^5 (mod. 10) ed esami- 
miniamo i casi rimanenti. 

Incominciamo dal caso x^l (mod. 10); avremo in tale ipotesi 

a? + l=2 rr + 2 = 3 e a: + 3 = 4 (mod. 10). 

L'esponente dispari n sarà della forma 4^+1 oppure 4A +3; es- 
sendo 

24h+i^2, 3*'»+^ = 3, 4*^»+' = 4 (mod. 10) 

per n = 4A+ 1 si ha 

a-ib+i + (a; + iy^+^ + {x + 2)*^»+^ = 6 mentre {x + 3)*^+^ = 4 (mod. 10). 
Invece essendo 

2^»^+* = 8, 3*'^+* = 7, 4*^+» = 4 (mod. 10) 
per n = 4A + 3 si ottiene 
a.4h+« + (a; + i)*i^+» + {x + 2)«'+« = 6 e {x + 3)*^»+» = 4 (mod. 10). 
Dunque la (9)' non è soddisfatta. 
Supponiamo x^7 e quindi 

x + l=8, a: + 2 = 9, a: + 3 = (mod. 10). 
Essendo 

74h+i = 7^ 34b+i = 8, 9*^+^ = 9 (mod. 10) 

per n = 4A + 1 viene 

^«1+1 + (a; + i)*h+i J^{x-\- 2)*»^+^ = 4 mentre {x + 3)*^+^ = (mod. 10). 
Invece per n = 4/i + 3 risulta, essendo 

7*^+» = 3, 8*^+» = 2 e 9**^+» = 9 (mod. 10), 
a;ih+» + {x+ 1)*^+» + {x + 2)*»^+^» = 4 mentre {x + 3)*^+» = (mod. 10). 
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Quindi neppure in questo caso la (9)' può essere soddisfatta. 

'■ Supiionmmo 

.r = 9 e cioè x + 1 = 0, a?+2^1, x + 3 = 2 (mod. 10), 

Si ottiene in questo caso, per n=^4A+ 1 

. a^**^^ + {x + ir-* -h (j? + 2r +* s mentre (^ + 3^ ^^ = 2 (mod. 10). 

invece per ft^^4A + 3 

a^ti + (:r + !)*»»+■ + (j; + 2)*^+» = mentre (x +S]'^^* ~ 8 {mod. IO), 

Sì conclude che la (9J' non è soddisfatta per a; =9 (mod. 10), 
Pasaìanio infine a discutere i due casi ^ = 3 e x^5 (mod. IO) a 

vediamo se possono ambo i membri della (9)' essere fra loro congrui 

rispetto al mod. IO, 
Se è a? = 3 e quindi 

xj-ì=i, x + 2 = 5, x+3 = 6 (mod. 10) 

per l'esponente « = 4/1 + 1 i due membri della (9)' non sono congrui 
fra loro nel modulo 10, mentre cbe lo sono se è lesponente »=4A+3; 
ciò facilmente si verifica. 

Così pure facilmente si verifica che per a; ^5 (mod. 10) ambo i 
membri delia (9)' sono congrui fra loro nel modulo 10aeèns=4A+l 
mentre non lo sono per » = 4/i + 3. 

Di guisa che, riassumendo, si può dire cbe, se la (9)' ammette ao- 
hizionì intere^ ciò pnò accadere solo nei due casi seguenti 

a) z ^ 3 (mod, 10) ed n=^U + 3 

b) ar = 5 (mod. 10) ed n = 4A + L 

5. Occupiamoci prima del caso ò): in altre parole essendo d un 
numero intero, vediamo se può essere mai verificata lequazione se- 
guente 

(lOrf + òf'+' + {iOd + 6)*^-^* 4- {lOd + 7)*^+^ = (lOd + 8)*^+* (10) 

dalla quale si deduce 

(lOd + 5)*^^+^ + (lOd + 7)*'^+* = (lOd + 8)*^+^ - (10^ + Gf'^^K 

Ora si osservi che il primo membro è divisibile per 

10tì? + 5+10ci + 7--20rf+12 = 2(10J + 6); 

dunque sarìi tale anche il secondo membro e quindi in particolare 

(10tìf + 8j*^'+* divisibile per 2{lÙd-\-6} cioè potremo porre 

(lOd + 8)*^^-^ = 2m {lùd + 6) [m un num. intero) 
ossia 

2*»^-* {5rf + 4)*'* ^^ = m (hd + 3J. 

Ma 5*1 + 3 e 5rf+4 sono primi fra loro, quindi 2**^* deve essere 
divisibile per 5cf + 3 ossia sarà 



5</ + 3 = 2^ 



con 



r<iL 
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Pertanto avremo 10d + 6=2'; di guisa, che la (10) si potrà scri- 
vere nel modo seguente 

(2r _ i)^+y^ {^yi^+i + (2'- 4- l)*»^+i =; (2' + 2)*^+\ 
Sviluppando si ottiene 

2(2T^+^=(^+^)(2')*^2+(^'^+^) (20^*^-H2«-2)+(**+^) {2'Y^'\2'+... 

:-"+r*4t^)2'(2*'--2)+2*'^+^ 
e dividendo ambo i membri per 2 

•••+(SÌl)(2')'-2*'-+f\t'V2*''"-l)+^- 

Intanto si vede subito che non può essere r<ih poiché dividendo 
ambo-i membri di quest'ultima eguaglianza per 2^ il quoziente del 
primo membro sarebbe pari, mentre quello d^l secondo sarebbe di- 
spari : dunque se la (10) è vera dovrà essere intanto r = ih. In tale 
ipotesi rtiltima eguaglianza diventa 

(2'r'=('*j'^) (2')'+ ('^^)(2')'-'(2-l)+(''+^)(2'r».2«+ ... 

•••+(rl})(2')*-2'-'+(''>'^)2'(2'-'-l) + 2'. (11) 

Al secondo membro di questa eguaglianza sostituiamo l'espres- 
sione seguente di valore certamente maggiore 



('*|^) (20^+ (';+^)(2^)-\2+('''J"^)(2')-«.2»+ . . . 

. . . + (;;+}) (2o^^-»+(''"J:^)2'.2-» + 2^ 



(12) 



Notiamo che 



r + l<2* perr.>4 



éche 

(r+l\ _ (r4-l)r(r-l)...(r-v+2) L ^Jl_ ^y-^+i 
l V ;~ 1.2.3...V ^ 2"-!"'^ 

onde 

[*^ j. (2')'^-''+l. 2"-! <2'2""'"^\ 2''-ry+r ^ 2"-! = 2^-?'^'^ 

e poiché è per lo .meno v = 1, segue a maggior ragione 
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quindi sarà lo sviluppo (12) ossia 






ma per r>4 è r+l<^^i perdio avreino infine 



S ( ] (2'")^^«*+i , 2"-» < 2'*+*" 



ma 2^^^ è i! primo membro della (11); pertanto si conclude cli&sarà 
a maggior ragione per r>4 il primo membro della (II) maggiore 
del secondo membro. Si verifìcherà poi subito che la (11) non può 
easere soddiafatta neppure per r = 4:(^) r <4 evidentemente non 
può essere poiché r = 4/^ 

Rimane infitie a considerare il caso di x = 3 (mod. 10) per 
n = 4:h-{-3. Vediamo cioè se si può mai soddisfare alla equaziòDe 
seguente 

{lOd + 3)*^+' + (lOd + 4r+* + (lOd + 5)*^^' ^ {lOd + 6)*^+*, (13) 

Da questa si ricava 

(lOóT + 3r^* + (lOrf + 5)*^ ^* = (lOrf + 6r+* « (lOd + 4)*^^'; 

donde si vede che essendo il primo membro divisibile per 10^ + 3 + 
+ 10rf + 5=20fi+ 8^2(10£Ì + 4) Io dovrà esser© anche il secondo 
membro: quindi in particolare dovrà essere (lOd + 6)**'^' divisibile 
per 2 {ÌOd -f 4). Poniamo dunque (lOd + 6f^^* = 2m (lOd + 4) dove m 

è intero, quindi 

2«^+* (bd + 3)*^+* = m (5d + 2Ì: 

ma 5^ + 3 e 5ri + 2 sono fra loro primi, pertanto dovrà essere 
5rf + 2 = 2'^-' con r — 1 ^ 4A + L 
Avremo cosi 10(i + 4^2^ epperò la (13) diventa 

|2r _ i)*i.+a _^ ^2rf '* + (2' + 1)*'^ ^' = (2^ +■ 2)'^'^ ^ (13)' 

Sviluppando e dividendo per 2 si ottiene 
(20^+» = (* Y^) {2T^' + f^^'+^j Ì2T ^'(2-l)+(**^^) {2T\2'+. . , 

Analogamente a quanto si e fatto pel caso precedente si conclu- 
derà che deve essere r=^ 4/14^2. Fatto dunque r^=^éh-\*2 sì tratta 



(1) Tft]» v«rì&cA mi può fare oitegiiondD pochi o brevi calcoli nmm«rì^ : infatti per r = 4 U 
pilinQ membro doU« (11) dà 1^ t Jl sbce^ikIo membro ci dà 

&,ltì»+ ia*Hi'J+ 10.1tì»»l>«H-&.16-T + l(i^5,lfl*-h lO.ie^+IO. tas,2f_|_36,J6^ 

Om la Bomma 41 questi quattro tetnììnì tioQ pu<> eerto easore ngaale jt 1^, peÌoh& i faiin] 
tm lermliil e 16^ sono diTÌefbill per 'i^K m«tiLr« ebe 11 ^uuio tiìrmise dea 3ti , 16 centieae eole I 
fatted a. 
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opera2Ìone 8Ì fa corrispondere la potenza . (]; di sé medesima, (') si ha un 
àiUomorfl^mo 1 y j che diremo di potenza t^. 

Siano Ii = ( I ed Io = 1 1 due automorfismi di G; è LIo = | '^ 1 ;' 

ma d'altra parte li fa corrispondere (o^aj) ad (a^ai) ed I, fa corrispon- 
dere (rt^Oy) ad (o^j) per cui Ijlg fa corrispondere («w^y) ^^ (^«i)- H 
prodotto dei due automorfismi li, Ig di G è ancora un automorfismo dello 
stesso G. Tutti gli automorfismi d'un gruppo possono quindi venir con- 
siderati quali operazioni d'un nuovo gruppo I che diremo gruppo degli 
automorfismi del gruppo dato. 

In ciascun automorfismo d'un gruppo l'operazione identica corrisponde 
a sé stessa, e le altre operazioni che si corrispondono hanno naturalmente 
ordini uguali. 

Il prof. Frobenius ha mostrato come l'automorfismo di G può essere 
ottenuto operando su questo mediante elementi che lo trasformano in sé 
stesso ; ma quando il gruppo é abeliano e contieiie operazioni d'ordini (*) 
maggiori del due, se ne può ottenere l'automorfismo dando quale molti- 
plicatore di destra ad ogni sua operazione la potenza di questa che ha 
per esponente un numero che é primo rispetto all'ordine di G, quale ad 
esempio sarebbe lo stesso ordine di G diminuito di un'unità. Un simile 
automorfismo corrisponde necessariamente ad un'operazione invariante del 
gruppo I. L'automorfismo ottenuto col trasformare tutte le operazioni di 
un gruppo per mezzo di una di esse é detto congrediente ; ogni altro 
automorfismo é contragrediente, (*) La totalità degli automorfismi congre- 
dienti d'un gruppo dato forma un gruppo H che é invariante (*) nel 
gruppo degli automorfismi. 

Quando l'ordine ^ di G é un prodotto di numeri primi, g = Tz (pi*"*)? 
il 2 eccettuato, (*) e se ne forma il gruppo H degli automorfismi congre- 
dienti, e successivamente il gruppo H^ degli automorfismi di H, quello Hg 
di Hj , quello Hg di Hg , e cosi di seguito, se la serie G, H, Hi, Hg, Hs,... 
ha l'identità per ultimo termine, allora G é prodotto diretto dei gruppi 
ciclici i di cui ordini sono pi^i, Pa"*, Ps^^j • • • rispettivamente. In modo 
reciproco si ottiene quale ultimo termine l'identità nel formare la serie 



(1) TouNo, " Transae. Amer. Math. Soc. ^. III. 1902. pag. 186. 

(S) Ógni autoniorflamo d'un grappo abeliano A pub ottenersi in due modi : io eoi renderlo iso- 
morfo ad uno dei suoi sottogruppi in modo che nessuna operazione corrispo|ida alla propria in- 
versa; 20 col fare coirispondere ogni sua operazione al prodotto di sé medesima per l'operazione 
"ebe le corrisponde nel dato automorfismo. Cfr. G. A. Milleb, * Bull. Amer. Matb. Soc. , voi. VI, 
1900, pag. 337. 

(>) Kleik, op. eit. pag. 232. H5ldbb. "Matb. Annalen.. XLIII, pag. 814. Congrtdiente e contra- 
grtdient« corrispondono ai due termini iuner ed outtr di Frobtniu». 

{*) HOldkb, Bildung zusammengesttettr Gruppen, "Matb. Annalen «. XLVI, pag. 326. 

(^) Indichiamo sempre con p un numero primo diverso da due; sono Pi , i>2, . • . numeri prìmi 

n 

differenti e come jp diversi dal 2. La notazione n CPi"i) sta pel prodotto pi^i p-i^i . . .i>n*°n. Ana- 

n 1 

Jogamente, n (pi*i-yi) sta pel prodotto Pi^i~^i P2**~^* . • .Pn^n-yn . 

1 
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di gruppi G, H, Hj , Hi , H, , . . . ciascuno dei quali è gruppo d'automor- 
fismi congredienti del precedente, se G è prodotto diretto di gruppi ci- 
clici i di cui ordini sono ^i"i, jt>a"«, Pz^*y . . . rispettivamente. I gruppi 
che godono di questo carattere speciale costituiscono una classe (^) molto 
rimarchevole che come caso particolare abbraccia quei gruppi che hanno 
per gruppo d'automorfismi cougi-edienti un gruppo abeliano e che, a ca- 
gione delle numerose proprietà che hanno comuni coi gruppi abeliani, 
si dicono metabeliani, I sottogruppi dei gruppi di quest^ultima categoria 
o sono essi stessi metabeliani, oppure sono abeliani. Quando H è abe- 
liano, i commutatori di G sono invarianti, (') e reciprocamente, se i com- 
mutatori d'un gruppo G sono invarianti, il suo gruppo H degli automor- 
fìsmi congredienti è abeliano. 

2. Sia p un numero primo qualunque ed ammettiamo che il gruppo G 
d'ordine g=p sia generato da un'operazione a: ogni suo automorfismo 
deve permutare fra loro le p — 1 operazioni a, a', a', . . . , a^"*, e se uno 
di essi sostituisce a« ad a, deve pure sostituire a' 'ad a', a'' ad a', ecc. 

j^^ j rappresenta dunque un automorfismo di G per ognuno 

dei valori di a che siano compresi fra 1 e p — 1, ma non per a=p. Lo 
rappresenta però ancora per à=j?-f-a', e quest'ultimo automorfismo coin- 

^^, I , (m = 1, 2, . . . ,2> — 1). 

Dunque, se G è d'ordine p, l'ordine di 1 è p — 1. La potenza n-esima 

dell'automorfismo I n,a I ^ I man)> P®^ c^^ se a è una radice primitiva 

della congruenza 

aP-'— 1=0, (modp), 

il gruppo I è un gruppo ciclico (*) generato dalPautomortìsmo ( ^a ) • 
Allora, se a^ è un'operazione che soddisfa alle relazioni 

il gruppo {Oj , aj} = K è Voìomorfo (*) di G, ed ogni automorfismo di 
quest'ultimo può essere ottenuto col trasformarlo mediante una delle ope- 
razioni del suo olomorfo. 

Il sottogruppo che corrisponde a sé stesso in ogni possibile automor- 
fismo di G è sottogruppo caratteristico ed è invariante in K. Un sotto- 
gruppo caratteristico di un gruppo dato è necessariamente un suo sotto- 
gruppo invariante, ma un sottogruppo invariante, non è necessariamente 
caratteristico, ed è ben noto che se un gruppo non possiede sottogruppo 



y}^ QiìeiiLi clikiMQ di gruppi & attiti antpUiPO^nttì studiata Alcuni jlii ni a il di etra dn] i^roT Aa^KKS, 
^LeipzjjEflr BiBrielile, XLJX, Xti'èl^ pag. (ì]H a i^kk.) t f:;nippj elle cjui qoti dotti mttahfHani.wiAtyo i^nao 
1iHrtici>Jiir« di qu«ì jjrnppt- ed ammetwutì a Juiu valU come cit^o apadaie 1 gruppi AUiUtoniitiI ft« 
baniiD per {gruppo \1 il grnjrpo dei qnmrto ordina. 

131 DEXnsKJtfD, * Mnth. ATinaL«n , XLVItip pag. ^53, 

|)| 8 e Tordins d'un gruppo poasi^^dc rndiH primitive. H gruppo ò FìctleD. « rBclpTc^'amaiitc. 

(*j FbO&ewiUk^ EHiiìiah^ Utttppén* BerUncv SitxTgugal)BHi:iit«, iiiiiò. pag^ 1*15» BtisnaiDE^ op* eit„ 
ptg. 2^!Ji HUKKUàRiiT U. A'h^^cAì diàcrtte tìt-uppftà, pag. ^l. 




^iU 
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caratteristico è semplice od è il risultato di un prodotto di gruppi sem- 
plici in isomorfismo oloedrioo. 

Imaginiamo G- generato da due sottogruppi caratteristici aventi la 
sola operazione identica in comune: il loro automorfismo è sufficiente a 
determinare l'automorfismo di G, quest'ultimo automorfismo essendo com- 
pletamente determinato da una serie qualunque di sue operazioni. Ma G- 
è il prodotto diretto di quei due sottogruppi caratteiistici, e dunque il 
gruppo I di G è pur esso il prodotto diretto dei gi'uppi d'automorfismi 
dei due sottogruppi caratteristici. 

3. Sia p^ Tordine di G che supponiamo ciclico e generato da un'ope- 
razione Oj: esso contiene jp°~* (p — 1) operazioni d'ordine/?", e se Oj è una 

di esse, la corrispondenza 1 M definisce un automorfismo. La congruenza 
^pn-i (p-i) _ 1 = 0, (mod p^) 

possiede radici primitive, per cui il gruppo I di G è pur esso ciclico. Se 
è p = 2 il gruppo I è abeliano e d'ordine 2^~\ ma non è ciclico giacché 
la congruenza 

a»--^ — 1 = 0, (mod 2°), (n > 2) 

non possiede radici primitive. Ne possiede invece la congruenza 
a»"-' — 1=0, (mod 2"), 

ed è sempre possibile sceglierne fra di esse una a che soddisfi alla con- 
gruenza 

^»n-3 ^ j _^ 2^-1, mod 2°. 

Le potenze dell'automorfismo 1 ^ 1 formano cosi un gruppo ciclico d'or- 
dine 2^*"*, ed è I i^itt-i) il solo automorfismo del secondo ordine in esso 

contenuto. Cosi ( M ed | \ 1 , l'ultimo non essendo contenuto nel sotto- 

gruppo generato dal primo, sono due automorfismi permutabili ed indi- 
pendenti d'ordini 2"""* e 2. Essi generano un gruppo abeliano d'oi-dine 2"~* 
che è il gruppo degli automorfismi di G. 

n 

Supponiamo G metabeliano ed ancora d'ordine g=7:{p^^); siano hi, h^y.. 

le operazioni invarianti di H d'ordini rispettivi Si , £9 , . . . e che ordina- 
tamente corrispondono alle operazioni a, , o^ , . . . di G. Se Wi , u, , . . . sono 
le operazioni invarianti di G, formanti il gruppo U, è 

ar^aia^ =■ ufb^ , (i = 1, 2, . . .) 
per cui 

ar^aji a^ = m^'ì a*i = ajt . 

Se fosse g=p^ ed Sq > Sn-i > en-2 > .•• > fii > ei, l'operazione ai'» 
sarebbe permutabile con ciascuna delle operazioni di G, e sarebbe quindi 
contenuta in U; ma ciò non potendo essere, a meno che non sia gn ^ 61 
dobbiamo dedurne che se il gruppo H di G- è abeliano ed è g=p^y il 



*- -4 
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gruppo H devd possedere almeno due operazioni indipendenti die hanno 
ordine più elevato di tutte le operazioai rimanenti. Ora^ poiché abbiamo 
supposto G metabeliano, cioè prodotto diretto dei sottogruppi d'ordini 

Pi"*** P$"^*j^'* visi^ttivameute» se è gt^^^iip^^^}, e poiché il gruppo H 

di G è prodotto diretto dei gruppi H' d'automorHarai con gradienti di tali 
sottogruppi fattori, ne concludiamo che in questi gruppi d-automorfismi H* 
vi Bono operazioni invarianti h\^ d'ordini rispettivi pi*', che sono indi- 
|)endenti dalle operazioni /^| . Dunque (^j/ig . . , /*„) ed {h\h\ ** ^ h\) sono 
due generatori indipendenti di H e sono dell^ordine il più elevato^ cioè 

d'ordine uijY^ìì multiplo delPordine di ogni altro generatore indipendente 

di H. Tutto ciò può riassuraertìi nel dire che il gruppo H d*un gruppo G 
non può essere prodotto diretto di gruppi ciclici se Perdine di cia^uno 
di questi non è sottomultiplo di uno almeno dei rimanenti ordini. (^) 

Se gli ordini delle operazioni t/| hanno £| per m* e. m», i commuta tori 
formati da Oj colle rimanenti operazioni di G formano un gruppo abe- 
liano; e eiccome quando un gruppo è aheliauo il m. e, m. degli ordini 
di un eerto numero di operazioni è esso stesso ordine dì qualcuna delle 
.operazioni del gruppo, cosi g^ deve essere ordine di uno dei commutatori 
di G, cioé^ in altre parole» (^) bordine di ogni operazione di H, ee questo 
è alleila no, è ordine di un commutatore di G. 

4* Se è g^=2^K (pi*"Oi e G è ancora cicHcoj possiamo costmirne il 
i 
gru|>po I notando che G é prodotto diretto dei gruppi che hanno 2% 

i^i"^^ 7 ]h^^^ r • ' ' P*^T* rispettivi ordini, Ogni automorfismo dt G trasformerà 

in sé stesso ognuno di questi gruppi. Costruiamone i gruppi d^automorfìsmi 

e facciamone il prodotto diretto: ogni operazione del gruppo risultante 

corrìs]»>ndei*à ad un automorfismo di G, L'ordine gì ^ 

di un tale gruppo corrisponderà al numero dì operazioni di G^ eioè al 
numero di automortìsmi di cui G è capace, 

u 

Quando H sia abeliano e sia g ^=^X7Z (j>^^) = [1(0^ il numero ji non 

essendo multiplo di nessuno dei numeri j/^ » ed in G è contenuto un sot- 

11 
togruppo abeliano massimo A d'ordine g: 7^ (pi) ^^g i p^ Tordine di H sarà 

Il i ' 

rappresentato da ìt(|?i'«)j essendo 1 < ei ^ 4 (?»?i + 1)^ Sia Hj il sotto- 

1 
gruppo di H che corrisponde ad A ed il cui ordine è un multiplo di p, e 

chcj air infuori dei fattori p^ , non contiene altri fattori primi. Il gruppo H 

contiene un'operazione d^orditie p che non appartiene ad II, , ma che con 

queeto sottogruppo genera H. Sia ùy Top erazione di G che corrisponde a 

quest'Opei^ sione di H: la Oy non è permutabile con nessuna delle opera- 



li ì FiTK. *Tr*n«- Aitt*i\ Mulh. Soc.p IH, IÌ02, p&g. 335* 
{9) Titm, LiK, cii,, pig, 342. 
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zioni di A se queste non appartegono pure ad U, ed il numero di com- 

n 

mutatori di G corrisponde alPordine di Hi , cioè a tc(2?i*»~*). Ma Tordine 

di U è [iTC (jt>i°*i~'»), dunque, 
1 

wi — ei 5 gi — 1, Ci 5 1 (wi + 1). 

È cosi stabilito che Tordine di ogni operazione di H, gruppo degli 
automorfismi congredienti di G, è divisore di co se H è abeliano e G* con- 
tiene un sottogruppo abeliano A del quale ^ : o) è Pordine. Se a^ è una 
operazione di A che non appartiene ad U, essa dovrà essere permutabile 
con almeno g : o) operazioni di G, per cui il numero di operazioni di G 
che in esso sono coniugate è sottomultiplo di o). Quindi anche il numero 
di commutatori di G risultanti dalla moltiplicazione di a^ per le rima- 
nenti operazioni di G è sottomultiplo di o), e tali commutatori formano, 
com'è noto, un gruppo. Ne concludiamo che Perdine di quelloperazione 
di Hi che corrisponde ad a, , cioè l'ordine di una qualunque delle opera- 
zioni di Hi è sottomultiplo di o). Se ora a± è un'operazione di G non 
appartenenti ad A, ed a^ con A genera un sottogruppo di G, dovrà esi- 

n 

etere una qualche potenza u(pi*0 di a^, (ei ^ Wi, e» ^ W9,...6u ^ w^), 

1 
che sarà contenuta in A, e se tale potènza coinciderà coll'operazione a^ , 

n 

questa dovrà essere permutabile con almeno g : n (pi"»~"'0 operazioni di G, 

• i 
per cui il numero di operazioni di G ad esse coniugate sarà un sotto- 

n 

multiplo del numero rappresentato dal prodotto tc(pi™»~'0- L'ordine del- 
l'operazione corrispondente ad H è cosi divisore del nuipero espresso da 
quest'ultimo prodotto, ed il numero che rappresenta l'ordine di ciascuna 
operazione di H è divisore del numero o). Quando poi G è gruppo abeliano 
d'ordine p^ e lo intendiamo generato da n operazioni indipendenti e per- 
mutabili «1 , a^ , . . . , ttn d'ordine p, dall'essere ciascuna di esse invariante, 
nel mentre G possiede sottogruppo caratteristico, dovranno esistere auto- 
morfismi capaci di trasformare qualcuna delle operazioni del gruppo in 

altre. Il isimbolo I ^ j , (i, ^ = 1, 2, . . . , n), sostituisce l'operazione 

(oi'i Oa's . . . an'n) all'operazione (oi^i ai^^ . . . «n^»), essendo, 

Zi^H muVi , 2a = S m^Vi , . . . , 0^ ^ S Wmri , (mod p) 

e se le p" operazioni cosi formate non sono tutte distinte, il precedente 
simbolo non può rappresentare un automorfìsmo quando ognuna delle 
p^ operazioni del gruppo si sostituisce successivamente all'operazione 
(oi^i Oj^i . . . On^n). Se tale condizione è soddisfatta il simbolo predetto rap- 
presenta una permutazione delle operazioni fra loro, permutazione che 
lascia invariata la tavola di moltiplicazione del gruppo: quel simbolo 
rappresenta dunque un automorfismo e gli elementi tJi , Vg , . . . , Vn devono 
essere numeri definiti rispetto al modulo p, se z^, z^^^^.^z^ sono dati. 
H precedente sii^tema di n congruenze simultanee deve dunque ammettere 
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soIUKioni definito rispetto alle r, iì che avviene qpàndo nm soddisfatta ìm 
condixionej necess^aiia e sufficiente^ che il valore de! determinante j ìn^t^ \ 
dei coefficeiiti non ala un multiplo di p. Avremo cosi detìnito im distinto 
automortìsmo del gruppo per ogni distinta serie di con^rueuze (') della 
forma precedeiite^ e che soddisfano alla cundlzìone enunciata. 

5. Se p, è il m, e. in. degli ordini mi delle opei^zioni del gruppo al^e^ 
Ilario Gr, questo ammette un automorfìgmo di poté2i£a ò quando è f]^ — l^s^^u 
ove éf è un numero intero qualunque, ossia quando, rtj ed «j essendo due 
operazioni qualunque di G, e ^^ essendo primo rispetto ai loro cirdiiUj è 
possibile la relazione 

che diventa, 

a,v' ajv a^flj = (nj aj)v *^ ^ ^ a» [ai «j)v' a^^Ot <rjV Oì^q^ , - 

86 61 moltiplicano i due membri per ai^j . Ne deduciamo Taltra rela^^ìone, 

che possiamo pure seri v ere ^ 

e che deve essere soddisfatta da ogni coppia «j«j di operazioni di G. 
Colla (a) possiamo pure scrivere, 

e questa relazione insieme alla (ol) ci mostra che G ammette un autoiBOi> 
fìsrao di potenza *^ quando oltre ad esaere invariante la {^ — l)-6sima 
potenza di ogni sua operazione, esso ammette ancora un automorfisrao di 
potenza (p]/ — 1), Che queste condizioni siano aiifficienti si deduce dal 
fatto che il prodotto di (g) per HjGtj riproduce (a). 

Ponendo (]> — 1 ^^ t le (et') e (jì) diventano rispettivamente, 

«i' «j = f^ «^S «[' Gj' = (<^i tt| Y I 

e se queste sono soddisfatte^ lo sono pare le due altre 

arni = o, «1»^' , «i^oj" = {«I a,)" , (y) 

nelle quali v è un numero intero qualunque. Siccome fl|" è invariante, 
moltiplicando T ulti ma relazione per etiti j abbiamo, 

che indica che G ammette un automorfìsmo di potenza (vi ^f- ^)j se questo 
è uu numero piumo ritìpetto agli ordini di ognuna delle operazione di G. 
Se dunque esiste un numero qualunque t pel quale le due relazioni (y) 
sono verificate da ogni coppia di operazioni «i , «j di Gy e se (i + 1) è 
un numero primo rispetto agli ordini di tutte la ojiera/iom di G, allora 
questo gmppo ammette un automorfismo (*) di potenza 4*, essendo ^j^ un 



(i) Dae di itìì ftQrì« 8Ì «ot]8Ìd«raiio distinta •« Im eangmanitfi mr* = m'n [m^àp) n«a muuM» 
pflT cJaBi<7UDft 4oìl& e«]»pi0' di eoefOtenU eanl£|>i>iDdentl, Il grnpi^u dcUnìto d& queatt lyt^iDDtlliOif 
ti n ben nulo giiipfK» Utieuro onio^^&fieui. 

(*) C£^^ Yttvs^ J* Oh th« Otomùtphiinii ttf a Group* '^Trtna. Am«r. M^h. Soc.,, IIL1^2, p.l@§* 




'•"^: 
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numero che può assumere qualunque valore della forma vx-j"^* ^®^ 9=P^ 
possiamo supporre t della forma p^i , e V ipotesi x = vp"'i rende possibile 
Taltra x = v'yp"i , (v primo con p), e potremo scegliere V in modo che 
la differenza (v'v — 1) sia divisibile per Pordine p^ dell'operazione d'ordine 
più elevato. Cosi, un gruppo G d'ordine p^ ammette automorfismi di po- 
tenza X solo quando ammette automorfismi di potenza p^i , ed a x può 
venir assegnato un qualunque valore della forma (yp"'i + !)• ^^ opera- 
zioni di G i di cui ordini non superano in valore il numero p^i+<^ , 
(a==0, 1, 2, . . .), formano un sottogruppo invariante L, ed il gruppo quo- 
ziente G : L è abeliano. 

Se G non è abeliano, x deve esclusivamente aver la forma (zp^^-\-l), 
e se 2?™i è il più piccolo valore pel quale il gruppo G d'ordine p^ am- 
mette un automorfismo di potenza x, se ne ottengono tutti gli automor- 
fismi di tale potenza colPassegnare a x tutti i possibili valori della forma 
(vj:>™i + 1), (v = 1, 2, . . . , p*~"^), essendo p^ il più elevato degli ordini 
delle operazioni di G che sono d'ordine più elevato. Il gruppo non abe- 
liano G d'ordine p^ ammette dunque jp''™i, automorfismi di potenza x, 
l'automorfismo indentico compreso, e questi automorfismi, considerati quali 
operazioni, costituiscono un sottogruppo Ij d'ordine p^^i del gruppo (^) 
d'automorfismi I di G, e che è ciclico, a meno che non sia p = 2 ed 
Wi = 1. In questo caso, se è <> 3 il gruppo li è abeliano. 

E facile vedere che gli automorfismi di potenza x d'un gruppo G 
sono invarianti nel gruppo I di G, giacché, se essendo «j un'operazione 
qualunque di G è T un automorfismo di questo, è, T~^aiT = a'j ; e se Ti 
è un automorfismo di potenza x, cioè se è Ti~^aiTi=ai^, allora tanto TjT 
che TTi trasformano «i in aV . 

6. È noto che quando un gruppo abeliano G è ciclico il suo gruppo I 
è oloedricamente isomorfo alle operazioni che trasformano un genei'atore 
di G in potenze i di cui esponenti sono numeri primi rispetto al suo 
ordine, per cui solo quando G è ciclico anche il gruppo I è abeliano. Se G 
non è ciclico ma contiene un sottogruppo ciclico L il di cui ordine è 
potenza d'un numero primo p, il suo gruppo I è oloedricamente isomorfo 
al gruppo transitivo di sostituzioni il cui grado è uguale al numero di 
operazioni di G che hanno generato L, e che sono quelle di grado più 
elevato. Ora, poiché in un tale gruppo transitivo l'ordine supera il grado, 
dobbiamo escludere che possa trattarsi di gruppo abeliano, e dunque non 
sarà neppure abeliano il gruppo I di G. Cosi, se G non è ciclico, il suo 
gruppo I non può essere abeliano. Inoltre, se l'ordine del gruppo abe- 
liano G è multiplo di p, il suo gruppo I contiene necessariamente una 
operazione d'ordine {p — 1), giacché, se p'" è la più alta potenza di p 
contenuta nell'ordine di G, il gruppo L d'ordine p"^ {in primo con p), 
contenuto in G é pur esso abeliano, e può ottenersene lautomorfismo 
dando quale moltiplicatore di destra ad ognuna delle sue operazioni (n.® 1) 
4 

e) Le operazioni di li sono invarianti in I. 
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uguali ed il terzo può esser minore degli altri due od uguale ad essi. 
Ma se è p = 2f quel terzo numero può esser maggiore dei due altri. Cosi 
è o ^ 0, (mod 8y) se gli ordini delle due operazioni aj , aj non contengono 
una stessa potenza del fattore 2, ed è 2a ^ 0, (mod Sy) nel caso contrario. 
Inoltre, se con P indichiamo il prodotto delle potenze di quei fattori 
primi che in 8i ed «j entrano ad uno stesso esponente, e facciamo «j : P= 8\ , 
«j : P = « j , Tordine 8y di ay sarà un multiplo del m. e. m. di 8\ ed « j , 
salvo il caso nel quale i numeri «i, Sj contengono il fattore 2 a potenze 
differenti, giacché allora 8y deve essere un multiplo di tale m. e. m. 

Se poi 8i ed 8^ sono numeri primi fra di loro, è evidentemente 8x8^ 
l'ordine di aiOj , poiché in questo caso le due operazioni Oi ed Oj sono 
permutabili. 

Facendo g==p^ ed 8[ =p^i , «j =j?"j , (nj > Wj), l'ordine del prodotto 
Oiflj sarà p^i , e sarà quindi 2°i se è p = 2. Ma quando è ?2i-=Wj-|-l, 
allora l'ordine di Oiflj è 2°j . Dunque, quando le due operazioni «j , Oj di G 
corrispondono a due operazioni di H d'ordini differenti, l'ordine del loro 
prodotto é uguale o maggiore dell'ordine dell'operazione che fi-a le due 
ha grado più elevato. 

Indicando con ti e Xj le potenze |9™-esime delle due operazioni ai , Oj 
rispettivamente, per la relazione (ò) abbiamo, 

(a, aj)P'" = uiP^CP"*-») OiP"* ajP" = t,Tj , 

e ne deduciamo che se p'ì è il più elevato fra gli ordini dei commutatori 
di G, ed è ^ = p°, le potenze p^-esime delle sue operazioni formano un 
gruppo. 

8. Non potendo esser ciclico il gruppo I di G se tale non è H, un 
gruppo ciclico d'ordine g' è gruppo d'automorfismi d'un gruppo G d'or- 
dine p" solo quando é g=^p^ {p — 1). Inoltre, essendo abeliano il gruppo I 
del gruppo ciclico G, e potendo esso venir rappresentato quale gruppo 
regolare di sostituzioni i cui elementi corrispondono alle operazioni d'ordine 
più elevato nel gruppo ciclico, ne segue che il gruppo I di un tale 
gruppo G d'ordine p^ é d'ordine p^~^ {p — 1), (Cfr. n.® 3). In particolare 
per p = 2 é p*»-^ (p — 1) = 2"-^ (2 — 1) = 2"-». Il gruppo I di G è cosi 
il prodotto diretto di due sottogruppi ciclici aventi p^-^ e (p — 1) per 
rispettivi ordini : il primo di questi sottogruppi è formato da tutte quelle 
operazioni di I che trasformano le operazioni di G in potenze i cui espo- 
nenti sono numeri r] che verificano la congruenza t] ^ 1, (mod p). Quando 
poi ad esempio I sarà un gruppo numerico, mod p^y i numeri t] corri- 
spondenti agli elementi di quel sottogruppo d'ordine p^~^ saranno costi- 
tuiti di fattori minori di p", e che, diminuiti di un'unità, saranno mul- 
tipli di p. Sarà inoltre, 

r,P" = l, (modp"^^), 

ed r^ dovrà essere costituito di numeri congrui coll'unità rispetto al 
modulo p^. Dunque, ogni numero rj che soddisfi alla relazione 

7] — l=G.jp«»^S 
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essendo 6 un numero intero qtialunq^ue, è potenza p^'-eaiiiia dì mi altfO 
numero rii che Bod dista alla relazione 

essendo 6 ed n numeri arbitrari. Inoltre, pel fatto etesso che, in generale, 
la potenza 2"H38Ìnia, (h > 0), di ciascuna delle opera^iotii di I è potenza 
2"-esima di un'operazione del sottogruppo ciclico d'ordine 2**"^, e poiché 
tali potenze sono le operazioni di I permutabili colle operazioni d'ordine 
2ii*+3 di G^ ne segue che ogni numero r^ che soddisfa alla relazione 

è potenza 2"'-e8Ìma di un numero, mod 2*, essendo Pesponente n ancora 
arbitrario* Reciprocamente^ se yj è un numero dispari qualunque, la sua 
potenza 2™-e8Ìina, diminuita di un'unità è divisibile per 2»°"^*» Siccome 
infine I è prodotto diretto di un gruppo ciclico il di eni ordine è un 
numero pari, per Tin^operaKioue del secondo ordine, ne eegne che se un 
numero tj possiede una radice ^^^'-esimaj mod p", possederà 2™"*** di tali 
radici^ (m -\-l -< n). In particolare, se il gruppo ciclico G è d^ordin© 2", 
il suo ^uppo I è prodotto diretto d'un gruppo ciclico d'ordine 2"~* for- 
mato dalle operazioni di I che sono permutabili colle operazioni del quarto 
ordine di G, pel gruppo del secondo ordine generato da quell'operazione 
di I che traafoi'ma nell'inversa ogni operazione di G, Il quadrato di ogni 
operazione di I è dupque quadrato di un'operazione del sottogruppo ciclico 
d'Ordine 2"^' ; ma eiccome tutte le operazioni di questo sottogruppo sono 
permutabili colle operazioni di quarto ordine dì G se questo è d*ordine 2% 
cosi i loro quadrati sono permutabUi colle operazioni di ottavo ordine di G 
e tali quadrati trasformano ogni operazione in nna sua potenza il di cnì 
esponente nti soddisfa alla eongrueu^a 

w?i = 1, (mod 2*% (e) 

Tutte le operazioni di I essendo permutabili colle operazioni d'ordine 
2* di G che siano quadrati delle operazioni del sottogruppo ciclico d'or* 
dine 2"~^ cosi correlativamente ogni numero dispari iiìi che soddisfa alla 
relazione {&) è quadrato d'nu numero dispari^ cioè è residuo quadratico 
rispetto al modulo 2"", In I il quadrato dell'operazione identica è la stessa 
operazione identica, e correlativamente, ogni nnmej^o dispari è residuo 
quadratico di 2, ed ogni numero dispari /^/|^ che soddisfa alla relazione 

mi^ìt (mod 2*j, 
e residuo quadratico di 2', 

Quando è n =^ ti;, ed i numeri B e ^ sono primi fra loro, gli /'(fl) 
numeri interi e positivi minori di n e che hanno in comune con esso un 
fattore massimo t, costituiscono un gruppo alieliano se vengono combinati 
per moltiplicazione rispetto al modulo a. Tale gi^uppo è allora gruppo 1 
del gruppo ciclico G d'ordine 6. Ma è noto come afhnchè G sia ciclico (') 



[ij €fjr. G. A, Miì,LL']U» *ÀtuoL% Jouru. Ltf Matita ,^ XXTtl, pig^ Sl& 



PERIODICO DI MATEMATICA. 179 

è condizione necessaria che 6 possegga radici primitive, (^) per cui solo 
quando 6 avrà una delle forme 2', p^, p*^ il gruppo abeliano G- sarà ci- 
clico O e conterrà una sola operazione del secondo ordine: ciò è quanto 
dire che una metà appunto delle sue operazioni avranno nel gruppo radici 
quadratiche, in virtù del principio pel quale le potenze (n — l)-esime 
delle operazioni di un qualunque gruppo abeliano costituiscono un gruppo 
quoziente che coincide col gruppo stesso se n è primo col suo ordine. Se 
in G sono n operazioni indipendenti, quelle del secondo ordine costitui- 
scono un gruppo d'ordine 2™, ed allora ^ degli elementi di G avranno 

radici quadratiche, ed ogni numero che possegga una di tali radici, ne 
possederà 2™ rispetto al modulo n, o rispetto al modulo 6. Ciò evidente- 
mente equivale al dire che la congruenza oc^^m, (mod 6), oppure mod n, 
essendo m e B numeri primi fra loro, o non ammette soluzioni o ne am- 
mette 2™, essendo m il numero, accresciuto di p, (p = 2, 1 o a seconda 
che 6 è della forma 8n, 8n -j- 4, od è incongruo collo zero rispetto al mo- 
dulo 2"), dei fattori primi dispari che sono contenuti nel numero intero 6. 
Poco innanzi abbiamo detto (cfr. n.® 6) che se L è sottogruppo di G 
generato da un'operazione ai d'ordine p^, il suo gruppo d'automorfismi I 
possiede un sottogruppo ciclico d'ordine p^~^ se p è un numero primo 
dispari, e ne contiene uno d'ordine 2°~^ se è p = 2 ; che se ai è una 
operazione del secondo ordine di I che trasforma ogni elemento di L nel- 
P inverso e che tale operazione non appartiene al sottogruppo ciclico 
d'ordine 2°~' formato da tutte le operazioni di I che trasformano una 
operazione del quarto ordine di L in sé stessa. Tale sottogruppo insieme 
ad L deve dunque generare I, e se poniamo in relazione tutto ciò colla 
condizione necessaria perchè un dato numero appartenga ad un esponente 
dato rispetto ad un certo modulo, non è difficile determinare l'esponente 
al quale un numero deve appartenere rispetto al modulo 2°, giacché tale 
esponente coincide appunto coll'ordine della corrispondente operazione di L 
Siccome infatti nel sottogruppo ciclico d'ordine 2**~* un'operazione d'ordi- 
ne 2"^ è permutabile con ognuna delle operazioni d'ordine 2°~™ di L, ma 
non con quelle d'ordine 2'*~<™~^) e siccome ai trasforma ogni operazione 



(1) La proposizione : * il numero a h radice primitiva rispetto al modulo m, o radice primitiva 
di m,, significa: a appartiene airesponente <pim). Cfr. P. Gazzanioa, Op. eit. pag. 69. Colla nota- 
sene <p (m) indichiamo come di solito, V indicatore di Gaus», numero dei numeri non superiori ad m 

e primi con m. Per m =p è <r(p) — p — 1, e per m =pn, è 95 CP") =i>"~*(p — 1), numero che cor- 

n 

risponde all'ordine del gruppo I del gruppo ciclico G d'ordine p». Per m = n (pi™i) è evidente- 

1 

mente 4p(m) = <)c? (pi^i) . 97 (ps "»)... Tutte le radici primitive d*nn numero della forma p» sono 

evidentemente date dal prodotto dei numeri appartenenti all'esponente p*^' , per le f{p— 1) po- 
tenxe d'nn numero che pur non essendo radice primitiva di p", appartiene però all'esponente p— 1 , 
modp. Così ad esempio, si hanno le radici primitive di 3» col moltiplicare 3° — 1 per 1 numeri 
della forma 3^-|- 1, essendo uno dei <p(3"— 1) numeri interi e positivi primi con 8"— 1 e mi- 
nori di questo. 

(9) Si può notare la corrispondenza fra questa proprietà ed il teorema che nella Teoria dei 
numeri porta il nome di Wilnon, il quale stabilisce che il prodotto dei q>iO) numeri primi con 
e minori di 0, ò rispetto al modulo 0, congruo con + 1 ; ma che è congruo con — l se ò della 
forma 2*,p°,pSo, essendo semprep un numero primo diverso dal 2, ed n un numero intero e positivo. 
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dì L n&ir inversa, n© segue che chìamaDtlo uno qualunque dei q) (2") 
numeri primi con 2*" e minori di questo, i numeri che appartengono al- 
Tesponente *2™, {i?i>l), devono esaere della forma ± (9 -2"~'" -|- 1), L& 
proposizione reciproca è vera. Per m = 1, ai numeri della forma predette 
dobbiamo aggiungere il numero 2""*, Cmì appartengono airesponente 2""* 
tutti i numeri t] tali che le congruenze 

T^s3 ed ^ = 5, {mod 2»), 

filano soddisfatte, 

C. Alasia* 



SOPRA ALCUNE CON^GEUENZE 



Siano dati tre numeri qualimque x, t/; z; assi posa odo rìguardai'ai eom^ 
radici deire quattone cubica 

2» — a2« H- 6fi — e ^ 0, (1) 

perciò si avrà 

^ -\-y + z^a xy + yz -\'zx^b xyz = e* (2) 

Moltiplicando i due membri della (1) per a»*-', dove n è intero e :^ 3, sì ha 

0" — ofi»-i -(- &2«-' — e2"-* = 0. 

E facendo succe salvamente in questa, Q eguale x, y^ z ù sommando, ot- 
terremo la nota formola dì ricorrenza 



Avendo posto 



Sia ~~ <£lSu_i + 5S|,_s — cSji^i ^ 0. 
S^ = X^ -f l/^ + £". 



(3) 



Dalla (3), dando ad n i valori n^ ?^ — 1, ?* — 2, . , , e dalle equazioni (2) si 
ricava il sistema 



Dal quale si trae 



8- = 





s* 


— aS, + bSi — cSi 

Si ^ aSi 
Si 


= 

^-2d 
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Se indichiamo con An-i il complemento algebrico di a, sviluppando Sn 
secondo gli elementi della 1* colonna si ha 

(- l)iH-iS„ = aAn-i + 2&A„_, + 8cAa-8 . (4) 

Sviluppando poi il determinante An-i secondo gli elementi della 1* linea 

— An-i = a^n-i + 6Att-8 + cA„^ . (B) 

Sia a =s 0: allora le (4) (5) ci danno 

(_ l)n+lS'„ = 2bAn^ + 3cAn-6 \ ,gv 

-An-4 = 6Aa^+cAn-7 / ^^ 

essendo An~4 ciò che diventa An-s dopo la sostituzione a = e le evidenti 
riduzioni. Dico che per m^O 

S'sm+i = (mod e). 



In virtù delle (6), ?^^^^ sarà intero quando lo è ^^^^ o ^^=^ 



o suc- 



cessivamente 



A, 



e 



Asm-O 



A, 



A, 
e 



e poiché — = 26, tutti i termini della serie precedente sono interi e tale è 

anche — !fi±i . Potremo dunque asserire 

Se X, y, z sono tre numeri qualunque legati dalla relazione x + y + z = 
l'espressione 

xyz - 

con m positivo e diverso da zero, è sempre un numero intero (*). 

Osserviamo che per n dispari, se x, y sono numeri qualunque ponendo 
« = — (a + y) = —p e a:^ ss 9 si ha 

a = 0, ò = g — p*, c^^pq * 
e la 1* delle (6) ci dà 

X" + y» =pn + 2 (g -p») An-i - Sp^Aa-* (7) 

intendendo che nei determinanti A. si facciano le sostituzioni precedenti. 
La (7) esprime as" + j/" in funzione di ac + y e ooy. 
Sia ò = 0. In tale ipotesi le (4) (5) ci danno 

(-l)n+is"^ ^ aBa_i + 3cBa. 



Se A>0 dico che 
S" 



l)-+iS". = aB„-i+3cB,_4i ì 
— Ba_i = aBa_, +cBa_4 /■ 

S"8h+a = (mod a) 



(8) 



Ora, affinchè — ^^ sia intero, per le (8), debbono essere interi successi- 
vamente i termini della serie 



Bjh-i 



Bsh-7 



e poiché — = a cosi resta assodato che 
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zs=0 e sarà: 



(8J 






(10) 



Se%^y^z sono tre numeri quaìtiTtque kffad dalla relazione — -| 1 — ^0 

l^e^ressiùne 

"^ 02 + 5^ + 2 

ccm h>-0 é seììipré un numero intero. 

Sìa infìce e = 0. Potremo allora Bupporre p, 

Balk (4) (5) si hA 

Ck>ii procedimento analogo ai precedenti si ritrosa la nota proprietà cbe 
^a _l_ ^D g divisìbile per «£ + y aUorché n è dispari: ciò poteva anche otte* 
nersi dalla (7), 

Anche la !■ delle (9) dà lo sviluppo di x° -^ y^ la funzione di x -j^ y e xy 
poiché ì determiriaull C« non sono altro che ì A« in cui dia stato fatto c = 0. 

Ponìaìiio ncOe (4) (5) al posto di x, y^ z nspettivameìite yz^ £0:, xy\ aUoru. 
&1 posto di a, è, e dovremo porre rispettivamente 6, ac, e* ed avremo 

— i'u^i = 5A'a_a + £ici'fl_i + c*A 
Se 5 — Begne subito dalla 1^ delle (10) che 

y^2^ 4- z^^ 4- ^"(^» ^ (mod e) 
per ?i > j ma è facile dimostrare che per « ^ 5 è altresì 
yt.^ + jB^^" -I- 3c»yi* = (mod e*). 

Invero se ò^O, A'b_ì e A'^-s hanno la forma e "M per n>>5; e per «^5 

hanno rispettivamente la forma c'^, rNi , Dunque 

S^ 3tj y, z mono tre numeri qualunque legati dulia rek^sione — 4 — 4" 

è divisibUe per (xyz)* j?er n ^ 6 «d è dii^iAÌbile per iryz per n >- 0, 
Se fi = dalle (10) si ha 

(^l)iH-i (y«z^ -I- 3E«j^* 4- x'^y") == &AVi + 3e»A'a-i \ 
— A'^^i = bA'n^, + c'A a^ / * 
Avremo 

dove n ha una delle forme 31: + 1^ 3A: + 2 con fe>-0. 

Infatti^ nelle due ipotesi di n eguale aS^ + l o8^ + 2 consideriamo la 
due serie 

A a~^ A n^m A a-9 



= 



(11) 



6 ' 



6 ' 
A'u-» 









6 ' 6 ' b ' 

Poiché l'ultituo termine di ciascuna di esse è intero, ì& forza delle (11) lo 
earanno tutti gli altri e quindi anche 

y'z" -<- g^x" + 3fy° 
6 ~ 



CT, d 



PERIODICO DI MATEMATICA. 



183 



Cioè: Se X, y, z sono tre numeri qualunque legati daUa relazione x+y-^-z^O 
l'espressione 

yz-^zx + xy 

è un numero intero per n non multiplo di 3c :^ 4. 

OssBavAZiOKE. — Data la cijbica (1) le cui radici sono a?y i/, e ci possiamo 
proporre la questione di determinare la cubica le cui radici siano ic^, y*\ s"» 
Orbene se per bre'vità chiamiamo con ai , og ^ i secondi membri delle (4j, (10) 
moltiplicati per (— l)"^! e poniamo j^s" , ^tj/" - xa" = (xys)*" ^ «a Teq nazione 

tìa_aitì« + aatì -^a^ — 

Bara la richiesta. Le (4) (10) danno anche il me^zo di risolvere uno dei sistemi 

: A: (X''-\-y'' +z^ = h f x"^ + y"" -\- z"" = h 



xyz ^=c K xyz 

T^ + y" + z"^ = A 
yx-^y + z = c 



i X" H- y^ H- 2" = 
lx-\- y + z^a 
\xuz = e 



y xyz = e 



I JC-" 4- 1/" -f 2*' = A 



Consideriamo ad es, il P sistema: in virtù delle equaziofii che lo com- 
pongono la (10) ci fornisce una equastione di grado n in xy -^ yz -^ zx e se b 
è una delle sue n radici una soluzione del si sterna ci e data dalle radici del- 
Tequa^ioue 

fl* — aQ» + i^e -- e = 0. 

Umberto Bini, 
A] atri, novembre^ 1906. 



ItimtJZiOlil DELLE 



., m, m, m, m, m b m 



\ 



IvilS* Determirtave fi luogo ge&metricii dn punti tfil piano (fi un tt'tangtìla 
tali £fh« U reite che cangiungono le Iqfù proùzioni sui hi ti von i vertici opposti 
piatto concorrènti f e deUfminar* {^cht ii luoyQ d ti punti d^htcontt'O di gursie ultime. 

E* Piccioli* 

Risoluzione del sig. Aprile, R. U. di Catania. 

Sia ABC un triangola dato^ P un punto mobile e Pi ^ Pi , Pj ordinatamente 
le prolezioni di P m\ luti AD, BC, CA. Sce^Ueremo rispettivamente la GB per 
asse delle r e la CA per a^se delle g. 

Supposto ebe a, b, sian le coordinate pluckeriane di AB, si ba 



BAO 

esEendo 

dove: 



X ^^ je' 4- y cos y ^ Y = ar' eoe t -^ y 



ap -^hq 
p =^ a ^ h cos Y 



np + bq 
q^ a cos y — b. 



1 
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Le eqtiftEiùni delte tette AFi , AP«, APa sArjiniia rtspetti?itin«nto 
[q - il (ùX — oY)] :t^[p — b ibX — aY\\y = 



ti) 



ft In condiziona percliè ^a«e coQcorrRoa in uno atesao punto ei dà requii^ione del 
luogo rlcliidatg che |ìii X, Y) è 



trtY - iX) (aX -f 2fl6 XY + &Y) + (o» - t^) XY + gX H- (^Y = 0. 



(2) 



U quale cL ruppreaenta una cubica p&aiiBiits per ì vertici det trtnngoto data. 
L'^quAzioiifì effettiva in x\ y 6Ì attietio facilmente sofitituendo ad X, T i valari 
scritti sopra. 

Dalie (1) hi lia 



X=p 



fr^+r 



Y = 



<x;c+ r 



per ìtà quali In (2) diviene Tequaziotie {in ^p|^} del luogo d@i punti d*ÌDcotitto delle 
APip BPà, CPj. 



fi«F7* T^'Oi'fir*! itttft cHt'viì pitititt tatf che il ctrcolù circoserìHo (ti tvitingòlo 
formato da nna reità drtid^ dnìln Ujttt/etift e dalia noritmle iti un punto variabile 
della entra, jsia lanj/enie ttlla t*ettu cM uiii^ci qit€%ÌQ punto <r^« «ié pu*^io fisso della 
retta datn. 

A, <GAirmMt. 

fttioluzicine del sig. Aprile, R. U. di Catania. 

Scegliamo per ris^e delle ^ Ih retta data r e per asse y la &ua perpendicolare 
nel punto datti 0. Sia tf '^ f ir] Ih curva da trovare, M (x, y) un suo punto 
e T jj?\ Q), N [£', 0] rÌHpeitjvamerjte i punti in cui la tangente e la normale in 
esso incontrano TA^stì disile x. H\ lia alloia 



r__ Htjc — ff 



jf" = X + »fy. 



dove 






Ti'eqnazione del cìrcolo cìrcoaeritto al triangoìo MNT e quella della sua taJi- 
gente OM in AC aouo ordinatamente 



^ Iryl = A (a:- + f} + Bj? + Cy + D ^ 0, 



dove 



B = 1 (y U — "f ') — 2iii*) , 



(Il 



C^O. 



^^ y'(l+,H^) 
III 

per cui la (1) diverrà 

wi V — 2mif — ar = 0, (2) 

donde j? = -^ — '— , da cui, differenziando ed osservando che dx^ ^, si ottiene 
ttr — l tn 



dy 



2n\dm i . , ,5. H 

' , che integrata ila 



m*— 1 "* u^ — l 

Eliminando m fra queata e la (2) ai ottiene l'equazione della curva richiesta 



che rappreseDta una parabola It cui fuoco è il punto e l'aaae la retta w = 0. 
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Risoluzione geometrica. 

Siano ed r rispettivamente il punto e la retta dati, M un punto variabile 
della curva e T ed N ordinatamente i punti in cui la tangente e fa normale alla 
curva in M incontrano la r. 

Si conduca da M la perpendicolare MP alla retta data. Essendo OM tangente 
ài cerchio circoscritto al triangolo MNT si vede facilmente che la tangente e la 
normale nel punto variabile M della curva bisecano gli angoli delle rette che 
uniscono il punto M al punto fisso e al punto airinfinito della perpendicolare 
alla retta data r. 

La curva è dunque una parabola che ha la perpendicolare in alla r per 
asse ed per fuoco. 



OOS* Trovare una curva piana tale che due rette fisse del piano tra loro 
perpendicolari stacchino rispettivamente sulla normale ^ e sulla tangente in un suo 
punto variabile due segmenti che stiano tra loro in un rapporto costante k. 

A. Gandini. 

Risoluzione del tlg. Aprile R. U. di Catania. 

Siano rr' le due rètte che scegliamo rispettivamente per assi delle x e delle y, 
M(Ar, y) sia un punto della curva y = f{x\ cercata e TiTt , Ni , Nt i segmenti 
che le rr' staccano rispettivamente sulla tangente e sulla normale ad essa in M. 

Essendo a Tangolo che la tangente forma con l'asse delle x si ha 

y — mx M isi. _ "'y + ^ 



TiT, : 



NiN,=- 



(1) 



<]ove è 






dx 

.N,N, 



Dalle (1), essendo per ipotesi == A:, si ha 

I1I2 

{y 4- kx) dy — (ky —x)dx = 0, 

da cui, ponendo — = 2? , facilmente si ottiene Tequazione 

X 



che integrata dà 



dx Z'\-k 
X «"-f 1 

X ]/z* + 1 _ *arctg« 



Sostituendo in essa a 2r il suo valore, e passando alle coordinate polari si 
ottiene : 

p = e . e , 

La curva richiesta è dunque una spirale logaritmica. 
Altra nio^uztone M s^g. Vacchi R, U. di Bologna 



vSl« (*) Stftno due s^rif a termini po^itiri 

iti -^ U'i -\- Un -\- . . . Ci + n + rj + . * . 

eùHtfergente la ptìma^ dUtrgtnté ht seconda. Dimostrar e che se njvj^ finisee ptr 
àéert^ctre setapre, quandn n ere»tm indefinitamentet »l ha^ 

lim — (n + Pj + t'j -f . , . 4- TfJ = 0, 

fu 

T«tìliP8rH l!Nj:j. s L'UT, n. 

E, Cesaeo. 

i^ ÌA jirfiUtftite (juigtjdiio d «rìi Biatii» fnvlnta dui proL A luti a al «inni e «ra aisiU camDnleatm dil- 
riIlliKtrii e compi Rato ^VQt, Cfisnra pò irò prìniA della aap. morivi. 
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Slimiaando m fra queste due ultime equazioni e la (4) si hanno 

n» (R« — X*) — 2B.nxy — R« (R» — x» + 2Ry) = 
n* (2R — a — a? tg a) -h 2R;ia? + R* (o + a? tg a) = 0, 

dalle quali, eliminando n, si ottiene 

(R« — x*) (R« — a?* + 2Ry — ay — iry tg a) = 

ovvero a: = ± R e : 

a?' + «y tg « + y (a — 2R) — R« = (5) 

che è l'equazione del luogo richiesto. 

Per tg a 4^ la (5) rappresenta una iperbole che ha in comune con Tasse 
delle X ì punti x =s dcB,, come si era asserito in principio. 

Il suo centro è il punto 

g— 2R _ 2 (g — 2R) 

*^ tga ^"" tg»a 

e le direzioni degli assintoti sono rispettivamente x = , x = — ytga cioè coin- 
cidono con quelle detrasse y e della- perpendicolare alla #*'. 

Se f* e r' sono paralleli, è tg a = 0, e l'equazione (5) diverrà 

x^-^yia-- 2R) — R« = 0, 

cioè il luogo è rappresentato da una parabola, il cui asse è la retta x = 0, e il 
cui vertice è il punto: 

^ "" a — *2R ' 

Risoluzione del tig. prof. J. Rose. Nivellet (Belgio). 

Presa r per asse delle a? e la perpendicolare ad essa nd punto (rr') per asse 
delle y, siano (a, b) il centro del circolo dato (xi 0), (x% 0), ì punti B e C. 
L'equazioni del circolo e della retta r' sono 

a:« 4- y« — 2aa; — 2èy + a« == 0, (1) 

y = mx. (2) 

L'equazione complessiva delle tangenti condotte da B ò 
[xxi — o (a? + a?i) — 6y + «»]« = (a;« + y« — 2aa? — 2òy + a») (xi — a)« 
e l'equazioni separate dalle medesime sono 

^ = e 26Ui-«)(a?— fl)+y[(aM-«)»-6T = 2è(3?x~«}». (3) 
Similmente hi trova pev Ck : 

2b i^2 —a)i£—a\^tj [{j*a — a)^ — b^\ = 2b {x^ — oj'. (4) 

Dalle (3) e (4) si doduce che le coordinate del punto À d'incontro delle tangenti 
condotte da B e G sono 



^ = (1 + 



h ijci H- a-3 — 2a) 



2ft (j?i — a) (ora — ») 



(j:, - «) (.ra — a) ~h ^' (^i — ") {^a ^ ff) + &* 

L*ortoc6ntro del ttiangolo ABC è adunque defìnito dalls «eguenti equazioni : 



V = 



(;!?» -- a)' -- b 



colla condizione 

2b fxi — ft) {xi — rt) 



nm + 



fci/i {xi + Xì — 2a] 



(a^i — «j Us — «I 4" ^' l^L *^ ft) ( j-3 — «i + fc* 

dove m è il coefficiento angolare della rettn y\ 



(6) 



188 



PERIODICO DI MATEMATICA, 



Eliminando t^, j>« tra le (5), {6) « (7)» ai trom TequAZiona del laogo dell'orto^ 
centro. Le (5j e (T) jiossono sciìirarBi: 

Uj — 2b)xiWi — a {ff — m i^i + xt) = 2fl»é - (o' + 6') j^ 
(26 — am) XìWì — (2flè + 5^^ — nhn) {xi + ar^) = am (a- + fr'J — 2fl6m — 2ù'b; 

da queBÌe bì deduce ^ig^ g j^i + f i e in aeguito :rt e x^ tome TAdiei dì un» equu- 

£ione do] 2^ grado. Le raiìici sùstìtiute nella (6) datino roquizlotie del luogo, I 
calcoli non presentano difficolta, però sono tin poco lunghi. 

Nel caso particolare in cui v è p&rallela alla t\ si hanno ancora le eqaa- 
siioni (5), (6) e (essendo e unn couLante) in Inogo della (T) sì lia l'altra equazione? 

2à ixt — e»l i^ni — a) 



oasi a 



ixt — a) (^s — nH-ò* 
(e — 2&) ariTn — (I (e — 2Ò) (xi -h A^ì) = 2a*6 — {n* -h i*) e. 
I calcoli Bono identici corno nel caso generale. 
Atira fis9lKizion« del alg. Vacchì, R 11. di Bologna. 



7i^o« Si CùHsidèrinó i trlang^U t'eitatiffùli at?inU par ipotemtaa comune un 
sttgiHénio AB» L'inpiiuppo dtfi cìrcoli dì Brocard di questi ttinni/olilttna p&darta 
dH etntro di uneltiise. 

Rìioluzlone del sig. prof, i Ro^e, Nivelles (Belgio). 
L'equazione del circolo circoscritto ai triangoli essendo 



^-+I^»=^E' 



{lì 



sia {xi , pi) il vertice variabile C^ il circolo di Brocard del triangolo ABC ha per 
diametro OL^ essendo il centro liel circolo circoscritto ed L il punto di Lemoìna* 
Nel caso attuale L è il punto di mezzo della altezza corrispondente a C; dunque 
L'equ azione del circolo di Brocard è 



('-?M-f)'=l('.-+'T> 



osaia 



colla condizione 



yyt 






La (2) si può anche scrivere 



x'-^t^''-sxi±^ÌR-'-Xi^^O, 



(2) 

m 

(il 



e derivando rispetto a sri , si trova 



— x± 



■ = 0' 



ossia 



Xi' 



2 Yh^^Xj* 
4R*j-* „ RY 



^i' 



i quali valori Boatituttl nella (4) liberata dai radicali, cioè nella (2), danno: 
{4x' + f/} [4{:r« 4- rf - ^' (4^' + y')l = 0. 



(5) 



Questo inviluppo è formato delle due rette immaginarie 4x* + if^^0 «della 
podana del centro di nn^elliase di cut gli aagl sono He-—- 
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^ti^» Trovare il luogo dei baricentri dei triangoli formati da due rette fisse 
con una tangente variabile di una conica, 

E. N. BiLBISIEN. 

Rtooluzione del sig. Aprile, R. U. di Catania. 

La risoluzione è in sostanza contenuta nella nota del sig. Sibirani: Sul luogo 
di un punto univocamente coordinato ad una coppia di punti mobili * Periodico 
di Matematica , Anno XX, fase. V, 1905, pag. 202. Una semplice risoluzione di- 
retta è la seguente. 

Sia 

f {xyl) = (Ina:* -f at%y* + 2aiixy -f 2ai3X + Sfljjy + aaa = (1) 

Tequazione della conica data, riferita alle due rette date r, r considerate rispet- 
tivamente come assi delle x e delle y. In coordinate pluckeriane diviene: 

F iuvl) = AiiM* + A22r* -h 2AiiMi; -j- 2Aisti + 2A28P + Asa = 

dove A„ indica il complemento algebrico di a„ nel discriminante A della (1). 

11 baricentro del triangolo delle rette x = 0f y = 0, (m, v) è il punto comune 
alle rette 

Ila? -i- 2ry -1- 1 = , 2ux -f- ry -f 1 = 0. 

Eliminando u e 9 fra queste e la F (uri) = si ottiene Tequazione del luogo 
richiesto che è la quartica 

9A88a:V' + Aj,a?« + A,iy» -j- 2Ai,a:y — 6A,sarV — 6Aisa:y« = 0, (2) 

che ha un punto doppio neirorigine. 

Se Aaa = 0, cioò se la conica data ò una parabola, la (2) rappresenta una cubica. 

Se la caratteristica di A è 2, cioè se Tinviluppo dato si riduce ad un punto 
doppio, la (2) rappresenta la conica 

a: VI^T-f y VaIT + 3a?y VaÌ7= 
contata due volte. 

E infine se il punto doppio è parabolico, cioè se 

As8 = At8 = Ais = 0, 

il luogo (2) sarà la retta doppia 

Amo?' + Any* -f 2Ai2a:y = 0. 

Si supponga in particolare che le rette date siano perpendicolari tra loro, e 
che la conica sia Tellisse col centro nell'origine e gli assi coincidenti con gli assi 
delle coordinate; allora la (2) si riduce all'equazione di una kreuzcurva 

aY + b*x* = 9xY' 

Se la conica è l'iperbole, avente gli stessi assi la (2) si riduce alla kohlen- 
spitzencurva 

aY - b^x* = 9xY ; 

se è la parabola y^ = px, la (2) oltre la retta x = rappresenta la parabola 

.« = |. 

la quale ha lo stesso valore e lo stesso asse della data. 

E se come ultimo caso la conica è l'iperbole equilatera x . y = k il luogo ri- 
chiesto è rappresentato dalla coppia di rette a: = 0, y = e dalla iperbole pure 
equilatera 



9 * 
Altre risoluzioni dei tigg. Prof. J. Rose, NiveHes (Belgio) e Vacchi, R. U. di Bologna. 



^y- 9 



^ 
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QUISTIONI PROPOSTE 



726. Diacutere le soluzioni delle equazioni : 
(I) x = l + j;', 

(II) x=i + (i+x'r, 

(DI) a; = l + [l + (l + ^Tr. 

(JV) a: = l + (l4-[14'(l + iYm 

Dimostrare che le radici della (III), che non sono radici della (I) 
sono date da 

»' + X(x* + ar+l)-2 = 0, 
dove 

e che le radici della (lY), che non sodo radici della (II) sono date da 

^•• + ^i* + i(|i* + ^i + 4)j:»+t(fi' + |i + 2)a: + 4(ti'' + |A + 6) = 0, 

dove 

(l' + Tji — 4 = 0. 

727. Dimostrare che le sei radijcì dell'equazione 

x = y-\-[y + (y + xrr 
sono date da 

a:' + X(x' + a: + y) + (y-l)x-l-y = 0, 
dove 

i«_X + y + 2 = 0. 

H. YoUKG. 

728. Integrare il sistema 

— ^~^^^''^d^''- a. 

f. SlBlKANI, 
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Berry. — Cotèìpendio di storia delV astronomia^ tradotto dall'inglese 
dai D. Dionisio Gambioli con due appendici sulle specole e sugli 
astronomi italiani dei tempi recenti, riveduto e corretto dall'astro- 
nomo E. Millosevich,, Direttore dell'Osservatorio del Collegio Ro- 
mano. — Società editrice Dante Alighieri. Roma, 1907. 

La storia deirastronomia del Berry, tradotta dal prof. D. Gambioli, riveduta 
dal prof. Millosevicb è un libro scritto da persona competentissima in tutte le 
parti delTastronomia e specialmente delTastronomia teoretica. 

L'autore, libero da pregiudizi di cattedra, giudica nettamente, e assegna ai 
fatti astronomici e specialmente ai più recenti fatti acquisiti di astro-fìsica la 
giusta loro portata. 

11 libro evita in generale Talgoritmo, ma non lo tace nella sua essenza, e 
rende conto, come può, dei fenomeni ancbe i più inaccessibili alla comune cul- 
tura, mentre delTacquisto di essi narra l' istoria. Esso contiene due importanti 
appendici del traduttore sugli astronomi e sulle specole italiane. 

11 libro è profittevole specialmente ai giovani che già posseggono, una coltura 
generale scientifica, e meriterebbe diffusione. 

2. 



Parole dette dal Prof. Giovanni Trattini il 20 dicembre 1906 agli 
alunni dell'Istituto Tecnico di Roma, presso la bara del Profes- 
sore Ugo Dainelli. 



* Diletti giovani, 

* Ogni famiglia, e così pure ogni società di persone affratellate per comunanza 
d*intento o di ufficio, ha un piccolo camposanto, cbe essa perlustra con memore 
pensiero, ogni volta che un compagno si diparte dal mondo. Visitiamo il piccolo 
camposanto di coloro cbe insegnarono nelP Istituto tecnico di Roma, durante i sette 
lustri passati dalla sua fondazione, soffermandoci al ricinto dei professori di ma- 
tematica, oggi cbe un altro di essi fu rapito da morte. — Quanta gloria in angusto 
spazio] E primo fra tutti Giuseppe Battflglini. Questi, cbe insieme col Betti, col 
Brioschi, col Cremona e altri sommi, fu l'anima di quel rinnovamento degli studj 
matematici cbe accompagnava il rinnovamento politico della nostra Italia, non fu 
scbivo di dividere l'opera sua tra l'Università e l'Istituto tecnico di Roma, nel 
quale tenne cattedra di geometria proiettiva. All'Istituto tecnico di Roma spetta 
pertanto il merito^ di essere stato tra i primi e più efficaci promotori dei metodi 
della proiettività, per Taddietro in Italia ignorati o quasi.— In meno eccelso, ma pur 
sempre altissimo loco del piccolo camposanto, troveremo l'anima buona di Davide 
Bosso. Il Bosso morì in Frascati l'estate passata, reduce dall'Istria irredenta, ove 
peregrinò lungamente per farvi, a sue spese, nobile propaganda d'italianità, me- 
diante la diffusione di buoni e sani libri italiani, che largamente donava ai con- 
tadini e ai poveri. Fu matematico insigne, ricercatore di metodi e scrittore di 
opere didascaliche e scolastiche, non so se più ammirabili ed ammirate per fe- 
licità d'invenzione o per sapienza di metodo. — Un gradino più sotto troveremo 
infine Oreste Verger e Aurelio Lugli, il quale ultimo, succeduto al Besso nell'Isti- 
tuto tecnico di Roma e nella direzione del benemerito periodico di matematica per 
V insegnamento secondario, dopoché il Besso salì alla cattedra di calcolo sublime 
nell'Università di Modena, non fu indegno del suo antecessore. 11 povero Lugli 
fu con noi pochi anni, essendo morto in età giovane. 

* Sulla zolla che ricopre questi genj tutelari dell'insegnamento matematico 
del nostro Istituto, io v'invito, o giovani, a deporre oggi il feretro di Ugo Dainelli, 
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IT COH6BESS0 IHTEBVmKilE DEI liTEUTICI 



Roma, Gennaio 1907. 



Chiarissimo Signore e Collega^ 



Il Comitato organizzatore si onora di invitare la S. V. a prender parte 
al IV Congresso Internazionale dei Matematici che si terrà 

a Itoma dal 6 all' 11 Aprile 19()8. 

I Congressi precedenti, come Ella sa, ebbero luogo a Zurigo (1897), Parigi (1900>, 
Heidelberg (1904); ed appunto in questa ultima riunione fu scelta Roma come 
sede del successivo Congrosso. 

Il nostro Comitato ha voluto porre il prossimo Congresso sotto gli auspici 
di una larga rappresentanza internazionstle della R. Accademia dei Lincei e 
del Circolo Matematico di Palermo; (*) ed ora si adopera con ogni cura af- 
finchè il Congresso riesca degno degli illustri scienziati che vi interverranno, 
e possa recare utili servigi alla scienza. 

Inspirandosi ai fini in vista dei quali questi Coneressi Intemazionali furono 
particolarmente istituiti, il Comitato ritiene che, nelle condizioni presenti della 
Matematica, dopo un secolo di ricerche intense, possa riuscire utile e gradito 
di gettare uno scardo sui principali risultati ottenuti sin qui, e sui grandi 
problemi che attirano ancora l'attenzione dei matematici. 

Ci siamo adoperati perciò ad organizzare una serie di conferenze atte a 
dare una idea delio stato attuale dei principali rami delle scienze matematiche 
e delle loro applicazioni. Siamo lieti di annunziare che i Sigg. G. Darboux. 
A. R. Forsyth, D. Hilbert, F. Klein, H. A. Lorrntz, G. Mittao-Lefflek, 
S. Newcomb, e. Picard, H. Poincaré, accogliendo i nostri propositi, hanno 
aderito a tenere in seduta plenaria discorsi sopra temi che verranno indicati 
in seguito. 

Con altra Circolare potremo precisare il programma del Congresso e dire 
quali accoglienze saranno offerte agli scienziati che interverranno. Oggi vo- 
gliamo soltanto richiamare Tattenzione della S. V. su questo avvenimento 
scientifico, che avrà luogo nell'aprile del 1908. 

// Comitato organizzatore: P. Blasbrna, PreHÌdente — G. Castblnuovo, Se- 
gretario generale — V. Reina, Tesoriere — V. Cerruti — A. Di 
Legge — G. Pittarelli — A. Sella — A. Tonelli — V. Volterra. 

// Congresso verrà diviso in quattro sezioni: I. Aritmetica, Algebra, Analisi — 
IL Geometria — III. Meccanica, Fisica Matematica, Applicazioni varie della 
Matematica — IV. Questioni filosofiche, storiche, didattiche. 



Può prender parte al Congresso, con diritto a ricevere il volume degli Atti, 
chiunque paghi la quota di L. 25. 

Gli stessi diritti (fatta eccezione per il volume degli Atti) godranno le 
persone di famiglia dei Congressisti pagando la quota di L. 15. 

Tesoriere del Congresso è il Prof. Vincenzo Reina, 5, Piazza S. Pietro in 
Vincoli, Roma. 

Per tutti gli schiarimenti e le informazioni riferentisi al prossimo Con- 
gresso rivolgersi al Segretario generale del Comitato organizzatore: 
Prof. G. Castelni:ovO, 5, Piazza S. Pietro in Vincoli, Roma. 



(•) A formar parte del Comitato internazionale furono ìnviUti dal Presidente della 
R. Accndemia dei Lincei i soci italiani e stranieri delle sezioni di Mntematica e Meccanica dell'Acca- 
demia stessa, ed il Presidente ed i membri del Consiglio Direttivo del Circolo Matematico di Palermo. 




:4J^\'f^ t tjTff* ff frf f • .p ^ »* ^ j #sr j # ;« /^ jr jf r j WM^4 } / 'i * 



LE GEODETICHE DEL TORO 



n 



LiouvfLL?, studiando le geodetiche su di un ellssoide qualunque, 
prende per punto di partenza la défifiizione seguente : ** La geodetica 
è quella linea che sarebbe descrilla, in seguito ad un wt pulso qualunque, 
d(t un punto mohih soggdto a restare i^uUit superficie ed il cui movi- 
mento non venisse ad essere uH erato da alcuna forza acceìeratrice g. 

Partendo da questo concetto mecca» ico, piuttosto che dalla pro- 
prietà goometrica delle geodetiche, di (wer esse, in ogni loro punto^ 
-^ come è ben noto — il loro piano osculatore normale alla su perfide ^ 
nel punto di oseulazionei abbiamo potuto verificare landa mento di un 
plinto, non soggetto a forzai BuUa superfìcie del toro, e discutere 
l'equazione che si ricava dui due integrali della aree e delle foiTie 
vive. 

La presente memoria ai specializza in due parti. 

Nella prima parte abbiamo cercato di esprimere l'equazione inte- 
grale della superfìcie sotto forma fìnita, introducendo le funzioni H di 
Jacobi e valendoci delle celebri trasformazioni degli integrali ellit- 
tici, n 

Nella seconda parte abbiamo considerato due casi limiti, in cui le 
equazioni delle traiettorie ei sempli Benno notevolmente; il primo ciiso 
si ha quando la velocità iniziale fa un angolo piccolissimo con un 
parallelo (ad es, con l'equatore); il secondo caso si ha quando la ve- 
locità iniziale fa un angolo piccolissimo con un meridiano. Nel 1" caso, 
la curva serpeggia fra due paralleli ; nel 2** essa ittvade tutta la su-* 



(1) Ho fi dùTPr0 di tnr nettare che il preJitJiifi lAToro h in grnn pari« uua revìstoiìe, eorreitloti^ 
« TiirÌ9^ioii« di un'nltrh pnbbUpiution& d* ino fitt». pur mi* ront^i, neJ 18&7. FarcIo pM^^ riìevire 
ohA sullo »t«uo argomento bannu scritto ancìie, por <)uiinto v a tnU ronoicmiza, poi^tojifl'E'miintd 
al H&T, L dlfitintiBJilniI prof esso ri dotL M. Ptiglisl l* Rendlcuntl dol Ciré, Mat* , di ralenaù, t. JIEVJ 
« àoìt, e, Car bulli [rrosinon*, ÌWtih 

{^; Ci nìtim ralal in modu ftpvcial« del Ti'altaio deltt f$tHtiòni rUlUirhé do! Caylet. trn dotto 
dnt Buoaout, d«1 TmUalo dtiU funtiomi tUtitichs dAirH^LPir^^ ; « <3«l]a Teoria d^Ua fttnHoni ti- 
UHiehé dfil Pamcau 
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perfide in infinite spire, che si vanno addossando al meridiano. Questi 
sono però due casi limiti, ai quali tendono queste trajettorie, senza 
però mai identificarvisi ; e servono a distinguere le trajettorie in due 
grandi categorie, a seconda che si avvicinano ai caratteri dell'una o 
dell'altra specie di curve : le prime rimangono nella regione in cui la 
curvatura totale delle superficie è positiva ; le seconde entrano anche nella 
regione in cui la curvatura totale è negativa. 

Tale e il concetto generale delia presente Nota, in cui ì concetti 
meccanici entrano — dirò così — come mezzo e non come fine. 



PARTE PRIMA. 



§ 1. — L'equazione del toro espressa mediante 
le funzioni ellittiche. 

1. Consideriamo la superficie di un toro circolare, e sia R il raggio 
del cerchio generatore e p la distanza del centro dell'asse, conside- 
riamo inoltre una superficie parallela e vicinissima alla prima. Es- 
sendo le geodetiche di una superficie generate da un punto che si 
muove per il solo impulso iniziale, senza essere sollecitato da al- 
cuna forza, tale punto, nell'intercapedine delle due superficie, sarà 
libero di muoversi in modo che i suoi spostamenti sieno invertibili. 
Il punto esercita sulla superficie una pressione diretta nel senso della 
normale alla superficie, uguale e contraria alla reazione della super- 
ficie ; quindi essa è parallela all'asse di rotazione z quando si trova 
sui paralleli generati dai punti parabolici M, N. 

2. Calcoliamo l'intensità della reazione. 

Se X, Y, Z sono ì coseni di direzione della normale in un punto 
della superficie, e X è la reazione della superficie, si ha: 



d^'x 



= XK 



Quindi 



^-xz 



^•=(S)'+©)'+(5)- 

e però se ds è l'arco di geodetica, 



m-m-^&hm 



Poato 
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"=;« 



(essendo p il raggio di prima curvatura della trajettoria nel punto), si ha 



X = 



Poiché la trajettoria è geodetica, p coincide con il raggio r di cur- 
vatura della sezione normale, che ha nel punto la medesima tangente 
della trajettoria; per cui si ha: 

r 

Dunque: Se una trajettoria passa dalla regione del toro a curvatura 
totale E positiva a quella negativa toccando uno dei paralleli (dei punti 
parabolici) descritti dai punti M, N, la reazione della superficie sarà 
positiva (cioè diretta nel senso dell'involucro esterno) nella regione 
delle E>0 (esterna); sarà negativa (cioè diretta nel senso dell'invo- 
lucro interno) nella regione delle K<0 (interna); sarà nulla sui pa- 
ralleli dei punti parabolici. Se la trajettoria non tocca i paralleli dei 
punti parabolici e passa da una regione all'altra, la reazione sarà sem- , 
pre >0, 

Se quindi si considera la proiezione ortogonale su un piano nor- 
male all'asse di rotazione della trajettoria generata dal movimento 
del punto materiale P, nel primo caso, nel punto dove essa attra- 
versa la proiezione del parallelo di uno dei punti parabolici (M od N) 
presenta un flesso, perchè il piano osculatore della curva è piano 
proiettante, contenendo esso la normale alla superficie. 

3. Le equazioni del moto del punto generatore sulla superficie 

ammettono i due integrali delle aree e delle forze vive. 

Essi sono: 

ds dx 



^dt '^y dt 



= c 



m+m+&h- 



i quali, se si pone a; = rcoscp, y = rsencp, prendono la forma 

^ dt '' 



m+-(^r+iS)'-^- 



(1) 

(2) 



Se do è l'arco del meridiano che passa pel punto della trajettoria, 
si ha 
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e differenziando: 
donde 

La (i') prende allora la forma 



2zdz = — 2{r^p)dr 
{r — p)dr 






in 



ovvero 



5. Se da è l'elemento lineare si ha (per le superficie di rotazione): 

da» = {1 + tp" (r)} rfr» + t*d^\ 
Nel caso del toro, ò 

l + f^W^-R*-!,— p)«' 
per cui l'equazione delle forze vive prende la forma 

da* R* /irV, . Id^ y ., „. 

e quella delle aree: 

Consideriamo la proiezione L', sul piano xy, di un punto L del 
toro. 

Mentre L descrive sul toro una geodetica^ U si muove sul piano xy, 
ed r e 9 varieranno in modo che sieno soddisfatte le (5) e (6). Ora 

R»_(r — p)« = i-rK«_(,— p)» 
quindi la (5) diviene 

la quale, mettendo e* in evidenza nell'ultimo termine, 8i pub scri- 
vere così: 

= 2;,-|(r-,)-(,J-.-i). 

Fissiamo ora nn vftlore di e ed uno di k, e corisiileriamo la geo- 
detica che cor risponde a questi valori. Siano t/ ed h' questi due va* 
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lori; diciamo E' il corrispondente valore di E, costruifimo respressione 

e consideriamo il moto di un punto del piano attratto dal centro 
delle coordinate con una forza la cui funzione potenziale è data 
dalla (a) ; per cui si avranno i due integrali delle aree e delle forze 
vive, che saranno 

* dt ^• 
Consideriamo il moto di un punto del piano corrispondente ai va- 
lori iniziali h' = hfC=c; gli integrali corrispondenti saranno 

La trajettoria del moto di questo punto sarà allora la proiezione 
della trajettoria del moto di L sul toro, corrispondente ai valori di e 
ed h. Si ha, dalla (7): 



od anche 
da cui 

ossia 



„(^_^).Kl=(^r 



R* 



■dry 2hf^-c* R« — (r-p)» 



(S)= 



K» 



dt=± 



dt=±- 



t-Rdr 



f^i^{^-£)i'R'-i'--py] 



rRdr 



">^.V(f«-K»)[R"-(r-pn 
Ed integrando si ha: 

^^ _R_ r rdr 



n 



Notiamo sin d'ora die gli integrali (4") e (8) si possono esprimere 
mediante le fiinziotn ellìttiche» 

6. Determinianio pero prima i valori die può assumere la co- 
stante K* Consideriamo a tal uopo la circonferenza equatoriale esterna 
del toro, e supponiamo che il mobile sia situato inizialmente in un 
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e quello delle forze vive 



punto M di essa; si ha allora r = R + P» Se la velocità è diretta tan- 
genzialmente alla circonferenza equatoriale che passa per M, esso la 
descrive con moto uniforme, poiché la circonferenza equatoriale è una 
geodetica. La velocità u del punto è espressa dalia formula 

« = (R-l-i»-jf 

l'integrale delle aree diviene 

u{p + R) = e 

Ne consegae allora che è 

Variando la velocità iniziale del punto, e indicando con a l'an- 
golo la nuova direzione fa con la tangente in M al circolo equato- 
riale, il punto M descrive di nuovo una geodetica. La componente 
della velocità lungo il circolo equatoriale è allora licosa; e, consi- 
derando il moto della proiezione del punto sul circolo equatoriale, 

si ha: 

KV = (p + R)«co8«a. 

Se si fosse considerato un punto del circolo equatoriale interno, 
nel V caso si sarebbe avuto 

e nel 2® caso 

K« = (p — R)»cos"a. 

Se il punto è situato inizialmente su un parallelo di raggio r, con- 
sideriamo il meridiano che passa per M, e sia 60 l'angolo che il raggio 
del meridiano passante per M fa col raggio del parallelo passante 
per il medesimo punto. Si ha: 

r = p -{-R cos 00 . 

Se la velocità iniziale 11 del punto materiale M e tangente al pa- 
rallelo, nel primo istante il punto resterà intorno all'asse del toro 
sul parallelo. Quindi, nel primo istante, si ha: 



dcp 



rfqp 



u = r~Tr = {p + R eoa d-o)-^ 



dt 

Ora per l'integrale delle aree si ha 
(p + JR- cos S-o) u : 
e per quello delle forze vive 



dt 



quindi 



n* = 2/i 
K« = (p-f-Rco3ao)". 
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S& final menta la velocità ìtiìziale del [>iiiito matemle M fa uà 
angolo a coti la iaiigeiiU iii M al paiallélo, ù lia: 

K" = {|J + K cos bóf cos' a. 

Il iirnssìmn valore di K' è quiiidi (p + Rf; il aiinìrao h zero, e si 
ba quando il punto si tiiuove luìsfiìnltiieiiie (e quindi sempre) sur un 
meridiano (il meiidiano è uua geodetica), per cui è allora 



i: 



e quindi 



eoa a = eoa ir ^^ 



K' = 0. 



7. Determiuiamo ora quali valori può HssunicM'e la reazione. 
La reazione^ cLe pruva il punto nuioveudosi sulla geodetica, è 
data da 



e poiclio v^ = 2Ji è 



X = ^; 






quindi, eul cei'cliio equatoriale esterno, si ha: 

^ li+P 

e per conseguenza 

?.>0. 

Sul cercliÌQ equatoriale interno si )ia invece 

tenendo presente, in tutti e due i casi, die è 
K > e p > R. 
Su un meridiano 8Ì lia: 



e quindi 



X = 



e quindi 



2^ 
li 



X>0. 



Dunque Inugo i lìteridiani e i circoli equaivriali la 2>i'^SBÌon§ dd 

punto sulla superficie è vosi a ft te. 

Se supponiamo che il mobile parta da un punto M del circolo 
equatoriale esterno, allora si ha ; 

*■ r ' 
e se r è laggio di una sezione normale 

R<r<p + R; 
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quindi nel punto di partenza il minimo valore della pressione ai ha 
quando la velocità iniziale è diretta secondo la tangente al circolo 
equatoriale, il massimo si lia quando è diretta secondo il meridiano; 
cioè Vequatore e il meridiano sono rispettivainatte per M linee di mi- 
nima e di massima pressione. 



§11. 



I. I due integrali da calcolare sono 

r rdr 

J \{r'-K*)lR'-(r-prì' 



Ponendo 



dr 



9 = 



sostituendo si ba: 



V(r«-K')Lll»-(»--pn 
r-K , 



Ora 

VK» (1 + j/Y - K* (1 - yT = 2Ky 

R« (1 - y*)' - [K (1 + i/») - p (1 -!/•)]« = 
= [R+K-p-(R-K-p)y»J[R-K + p-(R + K + p)y'] 

quindi 

2rfy 

^ ~ V[R + K-p-(R-K-p)y'HR-K+p-TU + K + pypj 
ossia 



^ \/Ìi» ìK' 



2rfy 



VR»— (K— p)' V(l — m^) (1 — «»} 



avendo posto: 



«1 = 



n = 



R + p + K 
R + p — K 
R — p — K 
R — p + K 



I 



ne segue che è 
ed inoltre, essendo 
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M»>0; 

R — p<0 

R — p — K<0 

R-p+K<0, 
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E poiché è 



m (R + K4-p)(R4-K-p) 
n ""(tt-K + pJlR — K — p) 
(R + K) '-p' 

K: + R<p e quindi (K-1-R)«<p* 
K — R<p e quindi (K — R)»<p» 



ne segue 




«<?<'• 


Poniamo 








»-T. 


ove 0<A»<1, 




^=i- 


da CUI dy=.^, 
rdr 



Y = 



■rg 



si ha: 



Vtr'-K-jLR'-Cr-pn' 

' r V(r* - K») [R« - (r — p)*ì '" ' 

2K n-\-z' dz 

^ ~ Vp" — (K-Rp " "— «' " V — (1-AV)(1— «"J 

2 n— z' rf£ 

Y— KVp» — (K— Rr'" + 2'* V — U-AV)(l-«*)' 

Facciamo la posizione 



z = - 



dn («, A') 



ove 
Si ha 



1>A">0 



dz 



e A« + A" = l. 
A'* s»iM . cnudu 



V_(i_,«)(i_AV) A |/^%,.,,.,..,„,, 



= — du 



quindi 



Y = - 
Y' = 



2K 



hhi + dn*(u,h') ^ 

a/., v» «« 



yp''_(K — R)" A*»» — dH'lK.A') 
2 



Tv a«. 



KVp' — (K— R)" A^n + rfn'lM.A') 
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Ora 
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h*n + rinHu, k) _ «t-t-rfnM« .A') 
h'ii — dn" {«, /»') ~ m — (/n* (fi, A') 

2in . 



in — rfn*(ii, A'J 

2ui 



— .-T-1 



w — (1— r«n«M) 
2ttJ 



('«-i)ii+i;r^««'"j 



— 1 



i' 



L'r» 



1 



avendo posto ?.= . _^ • 
Ed inoltre, ponendo 



M — i 1 — Xtn'u 



2K 



sì Ila 



P = - 



i 



Vp'-(k-R}' 



'JIH 



du 



Tf="pri^^*n=i:^ 



e/ii 



Analogamente per calcolare y' si osservi che 



M + d»' (a, h'} IH + «/j4* (il, k'ì ' 



\im 



1 



ove X' = 



/i" 



M+1 1 — Xsnu 



^3::-! 



1 -f- »« * 
£d allora se poniamo 

risulta 



KVì>* — (K-K)* 
/ 2»i rfu , \ 



Ora si ha identicamente 
1 



1 — ?.3h'm 



^ = 1 



Isn'ti 



i — Xsj**rt 



quindi 



ossia 



Polliamo inoltre 



Y P(r:r;7/"+n^,-i-x,»»«r 



> 




e poiché ò anche 
si ha 
e quindi 
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I — m' 



in = — — r I 



ed allora avremo 

/ l-\-m 2mh'^sn'a sn^ndu \ 

/ l+jw , , oL'i i 2 sn^udu \ 



m _, 2«na£wa h'^snacnadnasn^udu \ 



dna 



{, - 9 X T I 2sìiacna h'^snacnadnasn^udu\ 

Analogamente per Y si ^^* 

{1— m , , 2mX' sn'udu \ 

~ 1 + m ''" + 1 + m ■ 1 - h'hn'bm'u f 

= a{{cn*b — sn'b)du-} 

avendo posto 



— m ■ ■ 2mX' 

+ m ''" + 1 + m ■ 1 — h'hn'bm'^t 

28nbcnb h'*snbenbdnbsn'udu \ 
l — h'*sn''bsn'u ) 



e poiché 
si è avuto 
e quindi 



dnb 
X = h''8n*{b,h') 



/t" 
1 + H» 



1 
1 + W 



= sn'6 



m = 



c««* 



»M 



1 + W 

1 — »M = 



»n*6 
= cn«6 

sn*6 — cn^b 



Ora 



s»»*6 



/ 



h'*snbcnbdnh8n*udu 



l — h"sn'bsn'u 



= %{u,b) 



205 



206 



quindi, per la (4'% § 1, 4, sì lia 
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T-ii fra Mit I ^»benh \ 



ed essendo 



si ha 



KRo = 



2R 



Yl>«-(ll-Kr 



Analogamente, per la (8), § I, 5, si Iia: 

Osservazione. — Vedinmo quìili relazioni iritercBdano fra K e b 

e tra K ed a. 

Abbiamo posto 

R + p + K 



m = 



e siccome 



COSI 



d'ondtì 



R + p-K 

Cffò 



m^ 



5H*Ò 



R+P 


+ K 


cn^b 


B + P 


-K~ 


an'b 


R + P 
K - 


6n'b-\-sn'b 
cn'b — sn'h 



e Quindi 

K = (R + p)(c»»i-«»i«i). 

Analogamente, ensetido 

_ m^o Ii + ?) + K 
'"— ~sn»«~H+p — K' 
si Iia 

V R + P 

etra — sn^a 
Il parametro b riceve valori reali; il parametro a riceve valori 
immaginari pori (vedi Nota a pag. 31)* 






Caso 2^ 
e quindi 



K>p^li (K<p + E) 
n^ — (K — pf>Q 



m 
m 
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per cui, ponendo 



8Ì ha 



i« = 



n = 



R + P + K 
R + p-K 
K + P — R 
K-p + R 



9 = : 



2dy 



VR»-(K-p)* Vd + VXl-Hiy») 

Ora, per la (1) si ha 

5 + K-R. 



e per la (2) 



essendo p + K — R > 0. 



p + R-K 

P + K — R 
R-P + K 



>0 
>0, 



Consideriamo il rapporto — e distinguiamo i tre seguenti casi : 



Si ha 



n — in = 



w» 




^=' 




i<'- 




p-fK — R 


K + R + p 



K + R — p p — K + R 

p'-(K-R)'-(K + R)'4-p' 
- (K + R-p)(p-K + R) 

_ 2p'-2(K' + R') 
-(K + R-p)(p-K+R) 

e, siccome il denominatore è positivo, si distinguono i tre casi: 
Sottocaso 1^ 



allora 
ossia 

e quindi 

per cui 



n — m > 
-- — 1>0 



m 



>1; 



9=^ 



2dy 



VR' - (K - p)' V(i + ny') (1 - »'f) 
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per y=:-i= prende la forma 

V» 



9 = : 



dz 



in cui R* — (K — pY > perchè 

K>p — R e quindi R + K— p>0 
K < R + p e quindi R — K + p > 0; 



ed inoltre, essendo 



n = 



e — = A^, si ha 



p + K~R p^-(K-R)^ 
R + K— p""R^ — (K-p)« 

2 rf« ' 



^ \p^ _ (K - Rr ' V(l + ^') ( 1 - /*vj 

in cui il coefficiente è reale poiché è 



Q« 



per cui Bi ha 



0<-<l. 






Tf = v^ 



2K 



«+2» 



dz 



>y-(K-R)* « — ** V(l+«»)(l-AV) 



« 2 



//a 



Poni amo 



K^f)" — (K — H)* » + «• V(l + «•) (l — AV) 



X'- 



e facciamo la tt-nsformazione 



l + h" 



allora 



2 — -^cn («, 1) ; 



(fa = — -T- SM («, X) dM (a, X) rfH , 



dn(t(,X)s=yi_X*»tt'(M.X) = 



yr+A"' 



1 + ^=1+-^ «i" (H, X) = j^ 

1 — h's^ = 1 — en^ («, X) = su'' (ii, X) 
f/« dn 



VU4-*'')(i-/.V) yi-i-A" 
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e quindi 



2K 



l h'n + cn*{u,X) 



du 



^ yp»_(K — Rj*'yi + A*' A'» — c»*(«,X) 

,_ 2 1__ h*n — cn*{u,l) 

^ K Vp«-(K — R)» ' yi+T* * *'" + <"'* ("• ^) 

E posto 

_ 2K 1^ 

P~ Vp»-(K-R)»'Vr+T' 
__ 2 1 



cfw. 



si ha 



Ora 



kVp»-(k-r)» yr+T? 

m + cn'{u,X) , 

, m — cn* (m, X) - 
* m + (??r (u, a) 

m + gn'u 2m ^ 2m 

m — cn"u m — cn'w 

2m 



m — 1 + sn"u 



I7.-1 



quindi 



e per l'identità 



m — 1 . 1 , 

1 — :ì snru 

1 — m 

du 



( 2m 



1 



dui 



m 



1 — ksn^u 



= 1 



ksn^u 



1 — ksn^u 



si ha 



fm + 1 - 2m 

■ aw - — 



Y = pyn — 1 0« — 1^ 

Poniamo 



; au[ 

1 — 7—^^ — sn^u i 
1 — >H ) 



1 
l — m 



= X«5n«(a,X) 
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si ha 
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MI =■ 



MI + 1 = 



A*sn* (a, X) 
l'sn* (fi, 1) — rfn'fq. X) 2X'<ti*fa.X)— 1 



}.'sn*(a, X) 



X'sH'{a,XÌ 



■ m 



(,„ - 1)» — "" X*»«* (à, X) ^**"* ^''' ^^ 
= — X'sn*(a,X)dn'(a,X) 



quindi 



/m oi. «/ ^nJ 1 „ dn* (a, X) gn' {a, X) X'sn* («. X) ^ \ 

/ri oit «/ 1MJ I 2jn(a,X)rfn(o.X) X*m{a,X)cn{a,X)dn(a,X)8n*(u,Xì j \ 
=p{[l-2XW(a.X)]dK+ ^^(^;^) l-X«,«'(o,X),»«(«.X) ''"/ 



Analogamente, per y'i si I^a: 



2in 



wi + cn' (m, X) m + 1 — - «n* (ti, X) 
2m 1 



e poiché è identicamente 
1 



1 — ksn*(u, X) 



in + 1 



= 1 + 



1 



sn* (u, X) 



1; 



" 1 + wi 

Argn' (ti, X) 
1 — isn^MiX)' 



si ha 



Posto 



fm--l 2m 



5n* (ti, X) 



I 



1 



1 



'(2u I 



sn* (u, X) 



l + m 



ove b è reale, si ha 



l + «i 
X'sn*{b,X) 

2X« «»• {b,X)dn*(b, X) sn» {«, X) 



, /ri o,. ./Aìtw , 2X'sn'{b,X)dn*(b,X)sn'{u,X) _, ) 
y = o |[1 - 2A«5n' (6, X)] dn + i _ xw (6, X) .n' («. X) '^"1 

Jn oiwr7.ììW„+?£!!Ì^i?^^!lM X's>.(6.X)c»(fc.X)rfn(6.X)/.n'(».X) . X 
=o|[l-2X sn (b,X)]du+ ^^^jj^j . i_xW(i,X)«n»(u,X) *'"> 
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£d allora 

, = cpo ± KRa {[1 - 2XW {b, X)] « + ^"^t.^^^^'^^ « ^"' *>} 

= .^± KRa([l-2XW + ^;^.^J« + -;;ir '«Sefe+ÀJ/ 



e 



R fr^ r^M I I 2snadna &{a)] . snadna , Q{u — a)\ 



nelle quali 6 è reale ed a prende valori immaginari puri. 
Osservazione. — Dalla relazione 



1 



z = X"sn"(a, X) si ha m- 

1 — m \ » / 



X"sn« (a, X; 



e dalla 



e poiché 



j:j::^ = XW(6,X) si ha m = j^^^^^^y 



ff» = 



R + P + K 



■R + p — K 
ne segue che tra E ed a, K e ò esistono le relasioni 

R + P + K dn' (g. X) 

R + p — K^~"X»s»»»(o,X) 

R + p + K dn'{b,i.) 
R + p — K~X*<n*(6,X)* 



Ora 



1 



l + A*- m 



t» = 



R + P + K 



n = 



p + K — R 



R + p — K' ""K + R— p' 

per cui si hanno le equazioni di relazione: 

K* — (R + p)K* + (l-2w»o)K — {R + p) = 
K» - (R,+ p) K» - (1 - 28n'b) K + (R - p) (1 - 2stt'b) = 0. 

SorrocASO 2*. 
allora 



p«<K* + R» 



„_,„_2 P'-(K'+R') . 
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Osservazione. 
n = 



dn^jaA) 



dn^b.Xj 



m= : 



(a imaginario) 
{b reale) 



X«snM6,X) 

e però le relazioni tra E ed a, E e & sono analoghe a quelle deter- 
minate nel 1^ Sottocaso. 

Sottocaso 3^ — p' = E* + R* allora n--iw = ossia fi==fn e 



per y = -7= si ha 



ff = 



dz 



y^yR»-(K-p)« \{l + z^ì(l^^y 



Allora 

^{R«-(K«p)-}=|±£^(R-p + E)(R + p-.E) 

= (R + Er-p« 
= 2ER 
quindi 

2 d;^ ir2" dz 



^"V2ER'V(1+^"){1-^) rER'V{l + 2^")(l-^-) 



e perciò 






1 ir2~ tn — ;?» 



d^ 



Posto 5? = cn ( w, 7^ j si ha 



fn- 



= P 



r=a. 






dU 



fw — cn 



m + cn* K -^ j 



du 



du 



PERIODICO DI MATEMATICA- 215 

per mutare ogni curva del piano considerato in altra, il quale, come 
osservò S. Lie, (^) rientra nella grande categoria delle trasformazioni 
di contatto. 

Inversamente, se, i dati essendo gli stessi, si unisce ad un punto 
qualunque P della curva F e si conduce da P la perpendicolare alla 
retta OP, si ottengono infinite rette, il cui inviluppo è una curva n, 
che, evidentemente, ha per pedale la curva proposta e che, per tal 
ragione, porta il nome di antipedale (o antipodaria) di T rispetto 0. 
Tale costruzione dell'antipedale è così semplice che l'Ameseder potè 
col suo mezzo stabilire un buon numero di proprietà eleganti delle 
antipedali delle curve algebriche. ^ 

Non ostante tali ripetute investigazioni, se non c'inganniamo, 
l'intima natura delle due trasformazioni pedale ed antipedale venne 
trascurata da coloro che sino ad ora le studiarono e ciò perchè tutti 
le considerarono soltanto come agenti sopra' gli elementi di una deter- 
minata curva e non su tutte le rette e tutti punti del piano in cui si 
opercL Ora, quando si considerano da questo secondo punto di vista, 
si giunge con la massima facilità a provare che esse appartengono 
ad un tipo di corrispondenze che L. Cremona rese famigliari a tutti. 

Per giungere a tale risultato nel modo più semplice, prendiamo il 
punto fisso per origine di un sistema di coordinate cartesiane 
ortogonali e indichiamo con x, y le coordinate del piede della perpen- 
dicolare calata da sulla retta di coordinate piiickeriane g, t]. In 
grazia di notissime formolo, si trova subito la seguente coppia di 
relazioni : 



a? = - 



V + ri 



». y = 



^3 



'V + 'Tì' 



(1) 



le quali danno evidentemente la rappresentazione analitica della 
trasformazione pedale; risolvendole rispetto a ^, t] si ottengono queste 
altre formolo 



5 = 



«* + .y" 



' + y" 



(2) 



che costituiscono la rappresentazione analitica della trasformazione 
antipedale. Le (1), (2) mostrano che fra le rette ed i punti del piano n 
passa una corrispondenza cremoniana quadratica. Per meglio determi- 
narla supponiamo che il punto P {x,y) descriva la retta Ea;+Hy+1=0; 
in forza delle (1) si deduce che la corrispondente retta r invilupperà 
la conica 



E? + Hr)-(?'' + »)') = 



(3) 



(i) Vedi S. LiB e G. Sohiffebs, Geometrie dér BerUhrungttransformationen. T. I (Leipzig, 1896), p. 17. 
(') Veggaai Tarticolo Thtorie de n«gatieén Fuagpunìetkurvtn (Arehiv Mathematik, T. LXIV, 1879, 
p. 164-170). 
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cioè '^ l'ordine dell'antipedale di una curva algebrica è eguale alla 
classe aumentata del doppio dell'ordine di questa „. Per trovare i 
numeri ^', e' dei punti doppi e delle cuspidi dell'antipedale, appli- 
chiamo la formola cbe dà la classe in funzione dell'ordine, ecc., e 
scriviamo che l'antipedale è dello stesso genere della curva di par- 
tenza; otterrema 

2d' + 3c = (2n + v) (2n + V — 1) — 2w, 
2d' + 2c=(2n + v — l)(2n + v — 2) — v + 2n — e — 2 

da cui anzitutto segue, sottraendo, 

c' = 2v + c, 
e poi 

^,^ (2n + v)(2n + v-l) _,^_3^3^^^^_ 



Supponiamo ad esempio che si tratti di una curva razionale esente 

da punti di regresso: sarà allora d==- 7;^ e e = 0; quindi 

v = 2(n — 1) epperò e =6(« — 1) e d' = 4(n — l)(2n — 3), risultati 
ottenuti già dall'Ameseder, il quale però li credette sussistere per una 
curva razionale qualunque, mentre per la loro validità si esige che 
la curva di partenza sia esente da cuspidi (ad es. se la curva T avesse q 
cuspidi, il numero delie cuspidi dell'antipedale scenderebbe 6(n— l)'-2c). 
Allorquando, contrariamente alle ipotesi sin qui fatte, la curva F passa 
h volte per il polo e k volte per ciascun punto ciclico, l'antipedale 
è della classe 2n — (2A-f k), ha la retta all'infinito per tangente mul- 
tipla secondo n — 2i e ciascuno dei raggi ciclici 01, OJ per tangente 
multipla secondo n — {h-\-k), ne è quindi un fuoco di molteplicità 
ln-{h + k)]\ 

Esempio. — Se F è un'ellisse di centro 0, l'antipedale è la curva 
di Talbot, curva (razionale) di sest'ordine e quarta classe, fornita di 
sei cuspidi e quattro punti doppi, bitangente tanto alla retta all'in- 
finito del piano, quanto ai raggi ciclici uscenti dal punto 0. Delle 
stesse proprietà gode l'antipedale di una conica rispetto ad un punto 
qualunque del suo piano; ma se il polo sta sulla curva l'antipedale 
è soltanto di terza classe, mentre se la conica è un cerchio Tanti- 
pedale è una conica e riducesi ad un punto se vi appartiene (cosa 
geometricamente evidente). 

2. La pedale rispetto al polo di una curva F di classe v, avente 
la retta all'infinito per tangente t-pla e per fuocp x'-plo, è una 
curva dell'ordine 2y — (i + 2x) avente per punto multiplo secondo 
V — (i+y-) volte per ciascun punto ciclico. Nell'ipotesi che sia 
t = x = e che F sia generale come inviluppo, la pedale è del. gè- 
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nere 



(v~l){v-2) 
2 



ed ha 0, 1, J par punti vpli; ssaa quindi è delia 

classe v(v + 1) e poaaiede 3v{v — I) flessi e v(v — I) (v* + 3v — 6) bi- 
tangenti,(*) 

Notiamo da ultimo che Tordine delFanU pedale e la claaae della 
pedale si potrebbe anche ottenere come corollari deitequaEÌone tan- 
genziale della prima e locale della seconda, da stabilirsi con prece* 
dimentì del tutto analoghi a quelli che nel seguente § verranno usati 
per risolvere le questioni corrispondenti nello epazio. 



H 



Le conaiderazìoni ed i calcoli precedenti si possono generalizzare 
allo spazio ordinario (anzi si potrebbero estendere ad uno spazio 
euclideo ad un numero quaUiaque di dimensioni). Dato^ infatti, un 
punto fìsso 0, si può stabilire fra i punti ed i piani dello spazio una 
corrispondenza univoca associando ad ogni piano n il piede F della 
perpendicolare calata su di essa da e ad ogni punto P il piano n 
condotto da P perpeudicolarniente alla retta OP. In conseguenza se 
il piano TU inviluppa una superficie 2, il punto corrispondente descri- 
verà una superficie II, che dicesi pedale (o podarìa) di 0, mentre se P 
descrive uji^a superficie il piano corrispondente :: invilupperà una 
superficie li di cui la data è la pedale e che perciò chiamasi anU" 
pedale (o arttipodaria) della data rispetto al polo 0. 

Le formole che legano le coordinate cartesiane ortogonali a-, y» b 
del punto P alle coordinate pliìckeriane l, t^, Z, del piano che gli cor* 
risponde sono, quando si assuma per origine, 



a? = ' 



l 



5* + ^'+C" 



y=- 



r+^'+c* 






V + rf+C 



m 



da cui ai traggono queste altre: 



£ = - 



^'+y" + ^' '^^~^ + f + ^ 



.C = - 



a:* + f + z^ 



(6) 



quelle definiscono analìticamente la trasfanuazlùm pidaU nello spezio, 
queste la irasformazione antipedale. {^ì Da le une o le altre emerga 



isflS). p. 3«B-nr. 

{*) lì lottoi-fl rioUtìi certmment* ìm Homijt^li&tiza di (]Uq9U formolfl eoa qu«ìia dtllm tnwfi^rma* 
£1011» |»n rtggi Vflttoii reclpraei dt ceatrù O « poUiiza 1 



^=- 






•' = 



-n^^i-js 
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che si à in presenza di una trasformazione quadratica univoca fra 
i punti ed i piani dello spazio. Per determinarla con maggior pre- 
cisione supponiamo che il punto {x., y, 0) descriva il piano di equa» 
zione Ex-\-Hy-}-Zz'{-l=0; il punto corrispondente invilupperà 
allora la supei-ficie di equazione 

S5 + H7] + ZC-K* + V + !;«) = 0; (7) 

mentre se il piano (5, ri, Q mota attorno al punto Q(X, Y, Z) il punto 
che gli corrisponde desci'iverà la superficie di equazione 

Xs + Yy + Zz-ix' + y' + z') = 0. 

Sono queste le equazioni dei due sistemi omaloidici risp. dello 
spazio di piani e dello spazio di punti. 

Ora la quadrica (7) ha la seguente equazione locale 



^Z' + R' + Z* ^ ^v^ ^ 



mentre la (8) si può scrìvere 



Kf)'+(-ir+(«-ir=^ 



+ Y* + Z' 



(T) 



(8') 



Perciò nello spazio di piani le superficie del relativo sistema 
omaloidico sono quadriche di rivoluzione (precisamente la quadrica 
relativa al piano Sa: + Hy + Zar + 1 =a è il luogo de' punti equidi- 
stanti da e dal piano Zx + Hy-\-Zz-\'2^=0), mentre nello spazio 
di punti il sistema omaloidico consta delle sfere passanti per (in 
particolare al punto Q corrisponde la sfera di diametro OQ). La 
Jacobiana del primo sistema è una superficie di quarta classe dege- 
nerata nel cerchio immaginario all'infinito e nel punto contano 
due volte; invece la Jacobina dell'altro è una superficie di quart'or- 
dine costituita dal piano all'infinito contato due volte e dalla sfera 
di centro e raggio zero. Con ciò la struttura di quei due sistemi 
può dirsi pienamente conosciuta. 

Le formolo (4) e (6) permettono di trovare subito l'equazione locale 
della pedale di una superficie di nota equazione tangenziale e l'equa- 
zione tangenziale della antipedale di una superficie dinota equazione 
locale; se ne deduce che l'oleine di n_è in generale eguale al doppio 
della classe di 2, mentre la classe di II è in generale al doppio del 
suo ordine; inoltre il cerchio immaginario all'infinito è per II multiplo 
di un grado eguale alla classe di 2, ecc. Così, se è dato l'elissoide rap- 
presentato in coordinate cartesiane e plUckeriane risp. dalle equazioni 



■^ + ^ + ^-1 = 0. 



(9) aV + by ^(^^-1 = (10) 
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fli vede eubito die, rispetto al suo centro (origine) come polo, 

lia per pedale e antìpedale la superficie rappresentata dalla prima e 

dalla BeeoTida delle equazioni Beguetitt : 

^V+JY+eV-(^*+/+^T=0, (11) l^+^'+f-Cr+T^+D^O. (12) 

La ricerca deireqtmzìone locale del TanUpedale evìdentamente non 

difTerisce da quella dell' inviluppo del piano 



5^ + W + C^+l = 



a3) 



i parametri ?, i], ^ essendo legati dalla i-elazìone (12); potremo quindi 
applicare il noto metodo dei moltiplicatori dì Lagrange e ridurre la 
qtiestione aireliniìnazione dì l, ri, t;, fra le equazioni (12), (13) e le tre 
segiìenti; 

x + 2Xr[^-2(S' + r(» + ?«)} = 0, 3/+2Xi}{^-2(f + V + !;»)}=0. 

z + 2?.: (^- - 2 (f + V + ::')} = 0. 

Oi-a, moltiplicnndo queste equazioni fìsp. per ?, ij, ^ e sommando, 
tenendo poi conto delle (12), (13) si deduce essere 



2X = - 



1 



epperò le tre equazioni precedenti divengono 



c*+ v+c'j' \ <•* -2(?*+ V+!:*)/ 



(U) 



e si è ridotti ad eliminare ;, i], ^ fra le equazioni (12), (14). A talo 

scopo poniamo 

ed nvreino invece delle (14) le relazioni seguenti 

x = ìk[1,-2], !^ = 6n(|,-2). ^ = 9- (^-2), (16) 

Sostituiamo nella (13) i valori di 5, if], C che ne risultano ©d 
otterremo: 



2 "^^ ^ 'Tu * — ^ ~~¥ — ■ " 



■fO = Os 



(17) 



PERIODICO DI MATEMATI€A. 221 

se iuvece teniamo conto della (12) avremo quest'altra relazione.: 



"■i^-^) '"(i-^) «'(i-^)' 



1=0; 



(18) 



tutto è ridotto ad eliminare fra le due ultime equazioni scritte e 
fra i due ad esse equivalenti. 

Ora la (18) non è che la derivata rispetto a 6 della (17); quindi 
l'equazione cercata altro non è che quella che nasce eguagliando a 
zero il discriminante della (17). Pongasi pertanto: 

ao = 6 

ai = -3(a« + i' + c") 

a, = aV + iV" + cV + 4 (6V + cV 4- a^b'j (19) 

a, = _ 3 [a* (6* + c«) x' + b' (c« + a«) y" + «' («* + b') z'+ 4 a«òVj 



e si vedrà che la detta equazione si scrive come segue: 

UQ Ul Ui 

(a,at — iaia, + 3a')* — 27 



do "i tft 
Ci Oi ai 
Oi a» ff* 



= 0. 



(20) 



Questa è apparentemente di 12^ grado nelle coordinate x, y, z, 
ma si abbassa al 10^ per la mutua elisione dei due termini ± 27 a%; 
è degno di nota che A. Cayley, (^) partendo da altri principi, ha pure 
ridotta la ricerca dell'equazione locale dell'antipedale alla determi- 
nazione del discriminante di una forma binaria biquadratica. 

Ma possiamo aggiungere un'osservazione non priva d'interesse. 
Dette ^, 7], ì^ le coordinate plùckeriane del piano tangente nel punto 
(^> y» ^) Aé[\9, pedale (11) si trova subito essere 

^= (^«+^+^)» («'-2(^'+y'+^')}. ^= (^+yV^»j» {6'-2(x'+y'+^')}. (21) 
!:=(^H^(c«-2(x«+y«+e«)}. 

Ora queste differiscono dalle (14) per lo scambio di 5, r., ^ risp. 
in x,y,z e di a^ 6", c^ nei loro inversi; ne viene che l'equazione tan- 
genziale della pedale — che è il risultato dell'eliminazione di x, y, z 
fra le equazioni (11) e (21) — nasce dalla equazione (20) locale del- 
l'antipedale eseguendo in questa i detti scambi. Quell'equazione è 



(4) Cfr. la nota Sur la tur face qui est l'enveloppe d4t plana eonduits par Its póintt d*un «Wpsoide 
pérpendieulairement aux rayon* minia par U cantre (Annali di Matem., T. 2, 1859, p. 3-14, oppure 
Maihematical Papera, T. IV, p. 123- 133}. 
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dunque ancora la (20), purché hìU quantità a©, du «rn a^t a* si aUi> 
buiscano ì valori Begueulì: 

a, = b'€%' + c\iS' + a%% + 4 (a* + ò^ + e>) 

a, = ^ 3 |(^* + rr^) f + (e' + a») t]» + («* + f) 2^ + 4] 

^.-24(5^ + rj^ + a 

Emerge da ciò che le proprietà projetUve della pedale considemta 
come luogo non differiscono da quelle del Ton ti pedale coitsideiata corno 
inviluppo e viceversa. Ora non © questa una prerogativa doirellia- 
Boide, e delle quadriclie in genere, ma è ini fnlto elio bì riscontra 
sulle pedali ed autipedttli delle superficie algebrìclie qualunque, come 
passiamo a dimostrare. 

Sia 

l'equazione di una superficie dì ordine n, ove ar, y, 2f sono coordinate 
cartesiane ortogonali e t si è introdotta per T omogeneità; sia si- 
milmente: 

Tequazione tangenziale di una superficie di classe v, ove ^, r^» ? sono 
coordinate plùckeriane di un piano e i serve per conseguire l'omoge- 
neità delle formole. L'equazione tangenziale dell* an ti pedale della 
prima sarà, in virtù delle (5), 

n-5, — n. -e. r-fT,*+c)=o (22) 

mentre T equazione locale della pedale della seconda sarà, grazie 

alle (6), 

<p{-^t--!/, -^. ^« + ^' + ^*)-0. (28) 



Ora se con 



si indicano i valori assunti 



dalle quattro derivate parziali delia funzione ^, quando a^, tj, ^, t 

si sostituiscano risp. i valori — x, — y, —2, x*i-y*^2\ si trova 
subito che le le coordinate plUckeriane E^ H, Z del piano che tocca la 
pedale considerata nel punto {x, y, 2) sono date dalle forni ole seguenti: 



m 



" (.■+»■+<•)("')■ i'*+»-+'^(n)' (•'•+!^+'-»(H)' 

^*nerg^ ^» ciò che l'equazione tangenziale della pedale si ottiene 
*/iiì2//iando X, y, z fra le equazioni (23), (24). 




J 
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D'altronde l'equazione locale dell' antipedale si ottiene cercando 
l'inviluppo del piano 

a?5 + y^ + ^C + i=o 

quando ^, 7], ^ variano soddisfacendo sempre all'equazione (22). H 
metodo dei moltiplicatori di Lagrange nel caso attuale dà le seguenti 
equazioni : 

, analogamente a quanto si praticò prima, con (t-| , (t^), Ir") » 

-^1 si designarono i valori assunti dalle quattro derivate prime 

della funzione f quando a ar, y, z, t si sostituiscono risp. — 5, — rj, — ^, 
? + >)* + ?• Ora moltiplicando quelle equazioni risp. per 5i t^» C ^ 
sommando si trova, tenendo conto delle equazioni (25), (22J 

1 



ove 



( 



x = 



(§h-v+!;')(hi) 



Tale valore sostituito nelle equazioni precedenti fa assumere ad 
esse l'aspetto seguente 



X= 



fe0-^5i) . {^-Mi^ , (S-^(M) 



, Y 



, Z=- 



(r+V+C-) [^) ' {l'+ri'+O [^) ' il^+rf+^ì ('^) 



(26) 



L'equazione locale dell'antipedale è il risultato dell'eliminazione 
di 5, TJ, C fra le equazioni (22), (26); ora quando le funzioni f, cp non 
differiscono che per i valori dei relativi coefQcienti numerici, questa 
operazione è identica a quella che vedemmo necessaria per giungere 
all'equazione tangenziale della superficie pedale: gli è ciò che rrgeon- 
trammo nell'elissoide e che resta esteso (assieme alle conseguenze 
che ne derivano) a tutte le superficie algebriche. 



III. 

È stata anche considerata nel piano (^) la trasformazione in virtù 
di cui ad ogni tangente di una curva è associato il simmetrico ri- 



(*) 



V. la saeeifcata opera dell* A., p. 685. 
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spetto alla stessa di un punto fisso del piano della curva. Similmente 
nello spazio si può associare al piano tangente in punto di una data 
superficie il simmetrico rispetto a tale piano di un punto fisso dello 
spazio. Ora è chiaro che tale nuova trasformazione, al pari della 
trasformazione pedale, non è connessa alla considerazione di una curva 
superficie speciale, ma esercita la propria azione su tutti gli elementi 
del piano o dello spazio. Le coordinate (x, y, z) (g, t], Q di due elementi 
corrispondenti sono legati dalle relazioni seguenti 



a: = - 



2? 



l' + rf+^' 



y=— 



2/] 



r + T)" + C' 






2C 



oppure da queste altre che uè deiivauo 



? = - 



2x 



x* + y* + z" 



2m_ 



■** + !/' + 2" 



?=• 



2« 



■x' + j/»+z« 



Questa nuova trasformazione può evidentemente ottenersi combi- 
nando una trasformazione pedale con un'omotetia di centro e rap- 
porto 2. Le sue proprietà sono dunque analoghe a quelle della 
trasformazione pedale e la generalità dei calcoli precedenti possono 
adattarsi a questa nuova trasformazione, come il lettore riconoscerà 
senza fatica. 

Gino Loria. 



DI UNA GENERAZIONE DEL COMPLESSO TETRAEDRALE 



L'oggetto di cui mi occuperò in queste brevi ricerche, è un noto 
sistema di rette detto complesso tetraedrale; esso fu studiato per primo 
dal Reye, ed in seguito da molti altri geometri, i quali ne enunciarono 
i vari metodi di generazione e ne ritrovarono le interessanti proprietà 

Tra le principali generazioni, di cui farò breve cenno, a titolo di 
prefazione, si può considerare come fondamentale e più elementare, 
quella che si ha congiungendo i punti corrispondenti di due sistemi 
collineari di uno stesso spazio a tre dimensioni ; essa fu data dal Beye 
assieme alla sua duale. Un'altra costruzione, suscettibile di esser tra- 
sformata mediante la legge di dualità fu ritrovata dal MUUer e si 
ottiene dal sistema di tutte le rette che segano una quaterna di piani 
(facce d'un tetraedro) secondo un data birapporto. È ancora un com- 



PERIODICO DI MATEMATICA. 225 

plesso tetraedrale quello che si può attenere da due faael di raggi 
projettivi non concentrici né complanari» come insieme di tutte le con- 
gruenze determinate da ciascuna coppia di raggi corrispondenti. Infine, 
e questo interessa maggiormente il mio lavoro, il comple^iso accennato 
si può ottenere nel seguente modo: bì considerino due cubiche sghembe 
passanti per quattro pnnti (vertici d'un tetraedro) ed aventi in eomuue 
una rigata (od un cono del secondo ordine) e si fissi una secante ad 
esse comune: il sistema di tutte le cubiche, che passano per i quattro 
punti dati, ed hanno per secante la retta data, determina una tripla 
infinità dì corde, la quale costituisce un complesso tetraedrale. 

I quattro punti ora trovati sono i punti uniti di ogni omografìa 
mediante In quale si può costruire il complesso: il quale è determinato 
COSI dalle due cubiche di cui si è detto^ come dal tetraedro (fondamen- 
tale) e da un sno raggio, non passunte per alcun vertice, ne situato 
su alcuna faccia del tetraedro stesso; anzi la denominazione data al 
complesso deriva da questa proprietà. 

Ciò posto farò vedere, come alla generazione mediante cubiche 
sghembe, si possa ridurre il seguente metodo costruttivo che foi'ma 
oggetto dei mìei ragionamenti: 

Si considerino due stelle reciproche di centri Si ed Sa: ogni punto P 
dello spazio 2, in cui si suppongano collocate le due stelle, determina 
due raggi SiP, SaP, ai quali corrisponde una coppia di piani interse- 
cantisi in una certa retta a. In tale modo ad ogni punto P di 2 è 
associata una retta ai il sistema di queste rette è un complesso 
tetraedrale. 

Di fatti mentre il punto P descrive un piano generico tu, le coppie 
di piani che determinano la retta a associata a P, si corrispondono 
in una omografia tra le due stelle (Si) ed (Sa): in modo che tutte le 
rette a associate ai punti di t: sono corde di una cubica O*^ passante 
per Si e per Si* Tale cubica la dirò associata al piano tz. 

Ora è facile vedere che la O^ passa per altri due punti fìssi 
oltre Si ed 3». Infatti un punto di 0*^ e tale che i piani corrispon- 
denti alle due rette che lo proiettano da Si e da S^ si tagliano su izi 
e reciprocamente ogni retta di t^ determina con *^i ed Ss due piani le 
cui rette corrispondenti, ove s'incontrino, determinano un punto di 
0\ Ora detta * la retta SiS^, ogni piano del fascio (S) proietta tanto 
da Si che da Sa una retta di ti:: i due raggi corrispondenti a questo 
piano, che in generalo non sono incidenti, giacciono rispettivamente 
nei piani ai e a corrispondenti ad s. Facendo descrivere ad un piano, 
tutto il fascio (s) le coppie di raggi corrispondenti formano due fasci 
proiettivi: se la reciprocità non è degenere vi sono due sole coppie 
fili fflaj Hi «3 che sono tra loro incidenti: i punti d'incontro M, N stanno 
sulla retta r^^iaia^); per essi passa la cubica O^K 

II ragionamento fatto, indipendente dalla posizione particolare di tt, 
mostra che un'altra cubica C/"* associata ad un piano izi, generico, 
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distinto da n passa ancora per i quattro punti SiStMN: e ci si per^ 
suade facilmente che le due cubiche hanno in comune una rigata, 
(od un cono del secondo ordine), associata ai punti della retta d'in- 
tersezione di 7w con 7Ci. 

Fissiamo ora un punto generico di questa intersezione: resterà 
fissata una secante comune a O'^ ed a d^*^: facciamo variare un 
piano intorno a questo punto in modo da esaurire tutti i punti di 2; 
allora le cubiche associate, passeranno sempre per i punti fissi ed 
avranno per secante la retta che abbiamo determinata: in tale modo 
la generazione del sistema delle rette a si è ricondotta ad una delle 
note generazioni del complesso tetraedrale. 

Quello che ci resta ancora da vedere, si è come per ogni complesso 
determinato da un tetraedro reale e da un suo raggio sia possibile 
la costruzione mediante stelle reciproche: esso costituisce la parte 
principale delle mie ricerche, ed ora la esporrò sistematicamente in 
quello che segue. 

1. Sia dato un complesso k mediante un tetraedro reale ed una 
delle sue rette; vogliamo determinare una reciprocità la quale generi 
nel modo indicato, il complesso stesso. A tenore delle considerazioni 
precedenti, sappiamo che i centri delle due stelle devono essere due 
vertici del tetraedro: abbiamo perciò sei coppie tra cui scegliere i 
punti 81,89; presane una ad arbitrio, siano M, N, gli altri due ver- 
tici, oi, Oi i piani 81MN, S2MN, ed «, vii, m%j tu, n^, r, rispettivamente 
gli spigoli SiSs, 81M, S2M, SiN, SiN, MN, come fu fatto nelle notazioni 
precedentK Come apj>are dni ragiomuneiiti già seguiti, i piani giO» 
devono nella ceretta reciprocità corrispondere alia retta s^ e le 
coppie f«i»?/a. nttiìi, sono quelle coppie coirispondeuti a piani dal 
fascio (s), che sono tra loro incidenti. Ora non è difficile rilevare, che 
detti [i e V questi due pinni, deve e^aere jii={»/i»'a)t v^ («iw«). Infatti 
se si considera la prò ietti vita ne li a quale ad uim retta dì oj corri- 
sponde rintersesrJone del piano corrispondente con C7t, e si indicano 
con nra, ^^1^2 T 1^ coppie incideTitì, è fflcile persuadersi che, come ad n 
corrisponde il piano y^tt, cobi ad ra^lra-j, oa] corrisponde il pianola 
cioè nra stesso. Si conclude dunque che nri, Si^i, devono rispettiva- 
mente coincìdere colle coppie ntitìh, fhfh. 

2. Riftssiunendo i risultati precedenti, possiamo asserire clie tra 
la stella (SJ e la stella (8g) ilevono risultare le seguenti corrispondenze; 



s Oi nii IX ni y 
Qt S |JL 1/la V m . 



(1) 



Ora h facile vedere che ftffinche esse resultino soddisfatte e suf- 
ficiente porre; 






ih 

V 



(2) 
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e siccome i tre elementi smiUi ed i corrispondenti non sono situati 
in una stessa forma di prima specie, per stabilire una reciprocità tra 
le due stelle, rimane ancora l'arbitrarietà di far corrispondere ad un 
elemento, retta o piano di (Si) l'elemento reciproco di (Ss): dobbiamo 
ora usare di questa arbitrarietà in modo che la reciprocità risultante 
generi il complesso K, determinato dal tetraedro SiSsMN, e da una 
sua retta, che dirò a. 

3. Proiettiamo perciò la retta a da Si e da Sa e siano p e g le 
rette d'intersezione dei piani proiettanti, rispettivamente con oi e 
con Ga. Consideriamo una reciprocità in cui verificandosi le corrispon- 
denze (2) a p corrisponda un generico piano tt del fascio (S) che tagli os 
in una retta p\ (^) Tra le rette di oi e le intersezioni dei piani cor- 
rispondenti con oa risultano allora poste le seguenti corrispondenze: 



Wli 






P 



Indichiamo con q' la retta di oi cui corrisponde q e sia cioè q' 
corrispondènte nella reciprocità al piano sq e quindi q corrispondente 
ad sq\ £ facile vedere che se q' e p' non sono incidenti la reciprocità 
non può generare il complesso K: difatti i piani proiettanti a passano 
per p e per q: le rette corrispondenti devono giacere in sp' ed sq e 
quindi non possono incontrarsi; il che deve avvenire. 

Bisognerà quindi disporre dell'arbitrarietà di n in modo che ri- 
sulti p incidente a q. 

4. Facciamo perciò variare iz tenendo fisso p, e denominiamo 
p"p"p"'\., le altre sue intersezioni con 02, q"q"'q'''>" le rette a cui 
risulta allora corrispondente q. Si avrà allora: 

ntt «1 p g' A twa wi p' q 
ìììt wi p q" A ttì2 wa p" q 



ed indicando colle maiuscole corrispondenti, le intersezioni di queste 
rette con r: 

MNPQ'AMNP'Q 

M N P Q" A M N P" Q 



Ma per una nota legge si ha: 

M N P' Q A N M Q P', 
e quindi : 

M N P Q' A N M Q P', 
ed analogamente 

M N P Q" A N M Q P" 



(i) Che vi siano delle reciprocità in cui yeriflcandosi le corrispondenze (2) a p corrisponde ft, 
è assai semplice rilevare: anzi ve ne sono infinite, bastando, per averne una, aggiungere alle (2) 
la corrispondenza di una retta qualunque di n passante per 82, eccettuate « e la retta nai, al 
piano Sip; come si vedrà anche in seguito (v. numero 5). 
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Risulta allora che sa noi stabiliamo una proietti vita facendo cor- 
rispondere ai tre elementi N MQ i tre elementi MN I\ in essa si 
corntjpoiidono le coppie PQ', P"Q'\ F"Q"', ,.. Questa proiettivìtà è 
nna involuzione, perdio M ed N sì corrispondono in doppia modo: 
sa ìudicbiamo con R, S, i buoì elementi doppi si avrà: 



e Biccome e 
risulterà: 



MNPR7VNMQR; 
NMQRAMNRQ, 
MNPRAMNRQ 



fid indicando con n fa le rette SiR, S^R : 

«^1 fh pri A nii nn n ?■ 

Cioè 86 a ;} si fa corrispondere il piano sn^ risulterà a q corri- 
spondente il piano sri cioè Io stesso sn^riri^slì. Diciamo p e a 
i due piani ^R ed sS. 

5> Stabiliamo ora defini ti vamento la nostra reciprocità aggiungendo 
alle corrispondenze (2), quella del piano Si^^Sip, ad una retta l 
qualunque di p passante per Si fatta eccezione per s e per r^: che 
la reciprocità sia determinata, lo prova il fatto che i quattro eie- 
menti s vh "i (Sia) e i loro corrispondenti, sono indipendenti tra loro, 
se si suppone, come è necessario, che la retta non passi per alcun 
vertice, ne sia situata su alcuna faccia dal tetraedro: ed inoltre mai 
tre di essi appartengono ad una stessa forma di prima specie. Ora 
questa reciprocità genera il complesso dato. Infatti le corrispon- 
denze (2) ne dicono die il complesso ha per tetraedro SiS^MN; e 
inoltre^ come risulta immediatamente dal considerare la 4'^ coppia, a 
p corrisponde il piano p e quindi (4) esso corrisponde anche a q. 
Allora il piano S^ìq proiettante a, ha per corrispondente una retta 
di p che è quindi incìdente ad /. 

Il conìplesso, generato dalla data reciprocità possiede anche la 
retta a e quindi non può essere distinto da quello assegnato* 

6. Riassumendo possiamo enunciare: 

L Vi sono sei coppie di stelle reciproche^ generanti un complesso de- 
iermiuQio da un tetraedro reale e da un stio raggio. 

IL Vi sono infimie reciprocità generanti lo stesso complesso, ed i cui 
cefttn sono due assegnati vertici del tetraedro Si ed S^: »f* quede reci- 
prodi àf UH piano di Si proiettante una retta del complesBOt ha per cor- 
rispondenti due fasci di raggi situati in due piani pea passanti per St S^: 
escluso lo spigolo stesso e le rette d'intersezione dei piani colla faccia del 
tetraedro passante per Sa e che non contiene questo spigolo. 

A questi enunciati possiamo aggiungere la seguente; 

OasEBTAZioNE. — I piani p e o possono non esser reali 
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7. Proponiamoci ora di togliere questa restrizione, la quale com- 
promette in parte i risultati ottenuti; perciò ricordiamo che i piani 
p e a saranno o no reali assieme (4) ai punti doppi della involuzione: 

M NP Q' Q".., A N M Q FP"..., 

cioè quindi secondo che la coppia PQ, non separa o separa la coppia MN. 

Ora sia dato il tetraedro ABCD ed un raggio a del complesso: 
potranno verificarsi due casi: o il raggio a, non attraversa il te- 
traedro finito, o lo attraversa: nel primo caso, esso taglierà tutte 
le facce in punti esterni ai triangoli su esse segnati: nel 2^ esso ne 
taglierà due in punti interni e due in punti esterni. In ogni caso vi ' 
saranno due facce, ad esempio ACD, BCD che sono incontrate da a, 
in punti esterni ai triangoli su esse determinati. Si rileva allora, che 
se si scelgono come centri delle due stelle, i vertici non comuni alle ; 
due facce, cioè A e B; le coppie CD ed HE che sostituiscono MN 
e PQ non si separano; allora esistono e sono reali i piani p e a, 
cioè si conclude: 

III. Vi sono sempre due vertici dd tetraedro che si possono assumere 
come centri di infinite reciprocità reali (*) generanti lo stesso complesso. 

A, CoXBSSAtTI. 



SOPRA UN NOTO INVARIANTE DELLE FORI BINARIE DI GRADO PARI 



L'espressione 

I = ao an — (y)«i «n-i + [yJ a» fln-a — . . . + «n ao , (1) 

ottenuta coi coefficienti della forma binaria di grad^ n (pari) 

F (x, y) = fln a:° + (y) <7n-ia?°-' !/ + (y^) a„-2 a?°-^ 

è un invariante di questa forma, cioè, se noi sottoponiamo la forma 
F (x, y) alla sostituzione binaria 

a: = aa:i + f^i 
y = YiTi + hyi 



(2) 



(^) Per * réciprceità reali „ intendo quelle nelle qnali ad elementi reali corrispondono elementi 
reali. 

Nota. — L* ipotesi della realità dei vertici del tetraedro si è fatto per non introdurre corri- 
spondenze tra stelle di eentri imaginari: il caso in eni dne Tertiei siano imaginaii coniugati e due 
reali, quando si scelgano questi ultimi. Qome centri delle stelle si pub, con poche ed ovvie modifi- 
cazioni, far rientrare in quello studiato. 
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dove atP,Y»S ^^^^ numeri assunti ad arbitrio (col vincolo che sia 
aS — Py4=0), e così otteniamo una nuova forma in ari,yk, la combi- 
nazione analoga a (1), eseguita eoi coefficienti della nuova forma, 
vale quanto il prodotto di I per una potenza determinata di ocS — 3y* 

Questa proprietà è nota, e noi vogliamo soltanto darne una di- 
mostrazione molto elementare. 

Osserviamo che la sostituzione arbitraria (2), che possiamo anche 

indicare con -^^^(yg/t ^i P^^ esprimere come prodotto dì cinque 

sostituzioni dei tre tipi speciali R= L ^L S=^ L ^1, T = (q ^J. 

Questo è un caso particolare d*un teorema molto più generale sulle 
sostituzioni, ma qui possiamo evitare di richiamarlo, dimostrando 
direttamente la verità di questa proposizione particolare. Chiamiamo 
generalmente Sy, Tv le sostituzioni S e T dove si legga Av e hy al 
posto di A: e A. 

Supponiamo, in principio, che y sia diversa da zero, e poniamo 

7 a f •. f «5 PY f 

*«=iiT:r|^» A«=8. *»=— Y^. A-,= Y, 

poi eseguiamo, con una regola nota, il prodotto Si Ti R T2 &. A scanso 
di equivoci, avvertiamo che qui si indica con PQ ciòcche si ottiene 
operando prima Q, e poi operando P sul risultato: se per la P si passa 
da 0?, y a Xi, ^1, e per la Q da Xt, yi a x%j y%^ si passerà per la PQ, 
come qui la intendiamo, da a;, y a Xa, y%. Eseguito dunque il prodotto 
Si Ti B Ta Ss, noi vediamo che questo coincide con A. 

Supponiamo ora che y ai& nullo, e poniamo 

p 
^1 = g, fc=— a, Ì2 = — S. 

Eseguendo il prodotto Si Ti R Sa R, noi otteniamo A. É dunque vero 
che A si esprime sempre con cinque sostituzioni dei tre tipi S, R, T. 

È facile vedere che R muta it segno di tutti i coefficienti d'indice 
impari della forma F (rr, y\ dunque non muta I. La S moltiplica per 
k^ ogni termine di I, ed anche questo è chiaro. 

Vediamo che effetto fa la T sulla forma Y(x,y). Chiamando ^ il 

X 

rapporto — , noi possiamo scrivere 

F(rr,y) = y-[an^'^ + (y) c/n-i S*^"* + . . . + «o] . (3) 

La T muta y in yi, e ^ in 5i + A. Ora noi chiamiamo f{^) la fun- 
zione che nella (3) figura in parentesi, cioè poniamo F(5, 1) = ^(5)» 
per comodità; e poi rìchiamiamo la formula di Taylor net caso di un 
polinomia di grado fi, cioè 

f(l^ + h) = f(h) + l,r{h) + ... + ^,f-^{h\ (4) 
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dove /t") denota generalmente la derivata v""* di f rispetto a 5- Questa 
derivata si può definire e la formula (4) si può scrivere indipenden- 
temente da ogni considerazione infinitesimale.(^) Dalle relazioni (3), (4) 
risulta che la sostituzione T muta F (x^ y) nella forma 

bn a:i° + (y j in-i ari""' yi + (y) in-a Xi""" yi + . . . + &o , (5) 

dove si ponga generalmente 

Ora noi comporremo coi cofficienti di (5) l'espressione analoga a I, 
e otterremo 

J = ^^{f{h)r-^{h)-f{h)f--'^{h) + ...+f^^(h)f(h)l (6) 

Questa forma J à un polinomio in h. Se, facendone la derivata 
rispetto ad A, noi troviamo un polinomio di grado r, ciò dimostra 
che 3 (h) è un polinomio di grado r-f-l; se troviamo una costante 
diversa da zero, ciò dimostra che J (h) è di primo grado; se troviamo 
invece zero, dovremo abbandonare l'ipotesi che il polinomio J (h) con- 
tenga effettivamente A, e asserire che ne e indipendente. 

Derivando, dunque, rispetto ad h il secondo membro di (6), otte- 
J. 
n! 



niamo, prescindendo da;^ l'espressione 



I termini intermedi si distruggono a coppie; sopravanzano i due 
estremi, i quali sono nulli perchè la derivata (n + 1)™* di una funzione 
di grado n rappresenta zero. Dunque noi possiamo proprio dire che 
soltanto in apparenza l'espressione (6) contiene A, ma in fatto ne è 
indipendente. Per A = le espressioni (1) e (6) non possono differire, 
dunque risultano uguali anche per ogni altro valore di A. 

Ora la sostituzione A vale Si Ti R T2 Sa oppure Si Ti R Sa R, secondo 
che sia y diverso da zero o nullo. Nell'uno e nell'altro caso il modulo 
di A vale kxk^. Ponendo ki kt = w, noi vediamo che, se la forma F(a?, y) 
è sottoposta alla sostituzione A, l'espressione (1), costruita coi coef- 
ficienti della trasformata, risulta uguale al prodotto dell'antica I per il 
fattore m^. Rimane dunque dimostrata Yinvariantmtà dell'espressione L 

L. Orlando. 
Messina, 15 febbraio 1907. 



(i) V. il tratUto d'Algebra di H. Weber. Voi. I. Gap. I. 
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RISOLUZIONI DELLE WSTIONI 125 e 728 



V2S« Se Pi , Pt sono due punti qualunque di una cubica di Agneal allineati 
col vertice 0, dimostrare che: 

V il luogo del punto medio del segmento PiPt è una retta m; 

2^ il luogo del punto P coniugato armonico di rispetto a PiPs è una parabola. 

3® le tangenti alla cubica nei punti Pi , P2 e la tangente alla parabola in P, 
concorrono in un medesimo punto M; e il segmento PM è bisecato dalla retta m; 

4^ le tangenti alla ctibica nei punti Pi, P9 tagliano Vassintoto in due punti 
equidistanti dalla intersezione di quest'ultimo con la retta PiPs. 

V. Retali. 

Risoluzione del sig. E.-N. Barlsien di Parigi. 

L*equazione della cubica d'Agnesi riferita al ano asse di simmetria e alla tan- 
gente nel vertice è 

(ar-2p)y*H-Vx = 0, 
ovvero, ponendo 2p = a, 



'='i^, 



Ponendo • 



■ = t^^ si ha che le coordinate d'un punto in funzione di t sono 



at^ 



Sia y = nXf la retta OPiPs ; si ha allora 



y=^t. 



at= n . 



at^ 



ovvero 



1 + «« ' 
^* — n/ + 1 = 0. 



Se ti,t% sono i parametri di Pi e P2, e (xi,yi) (a-t»ys) le coordinate di questi 
punti, si ha 

<i-f/2 = w, ^i/t = l. 

yi + yi = a {ti 4- ti) = an, yiy2 = a^tit% = o*. 

n n^ n^ 



, yi + ys 

iPi + ir2 = - — = a, 



(1) 
(2) 

(3) 



1^ L'ascissa del punto medio di P1P2 è 

xi -4- a*2 
x = — 2 

ovvero, per la prima delle (3) 



Questa equazione rappresenta una roitn paini] eia alTassintoto, equidistante 
da quello e dal vertice. Il punto medio di Fi Fa descrive dunque questa retta m 
deirenunciato. 




m/f/i 
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2^ Indicando con X, Y le coordinate del coniugato armonico P di rispetto 
a Pi e P2, si ha 



2 1 1 _ ari -f a^« ?L — ?1 

X xi Xi X1X2 €1* a 



n 



ossia X > 



2rt 



Eliminando n fra queste equazioni, si trova che il luogo di P è la parabola 

Y» = 2aX. (4) 

3^ La tangente alla parabola in P ha per equazione 
,, 2a 






ossia 



2aiiY = a (n«X + 2a). 



(5) 



L'equazione generale d'una tangente alla cubica d'Agnesi nel punto di para- 
metro ^, è 



ossia 



ossia 



X- 



dx 
dt 

ai* 



dt 
Y-at 



l+<* 



2at 



(1 + tr 



(6) 



X(^«H-l)«-2/Y = a^«(<« — 1). 
Le tangenti in Pi e P2 hanno dunque per equazioni 

X (<i« + 1)« - 2/iY =±= ah^ {ti* - 1), (7) 

X (^2' + 1)' — 2/2Y = fl/2« {ti* — 1). (8) 

Risolviamo il sistema delle (7), (8) per avere le coordinate del punto M d'incontro 
delle tangenti in Pi , P2 . 
Eliminando Y si ha 

X [h «1* + 1)» - il «2* + 1)*] = otiti [ti {il* - 1) - ^3 (<2« - D], 

X [titi {ti* — ti*) + 2titi {ti — tt) — {ti — tt] = atiti [ti* — ti* — {ti — ti)l 
e dividendo per ti — ti 

X [titi {ti* H- ti* 4- /i<2) 4- 2/1^2 - 1] = otiti [ti* + ti* + titi - 1]. (9) 

Ora, per le (1), si ha 

. ti + ti = ti, titi = h ti* + ti* = {ti + ti)*'-2titi = n*--2; 
e la (9) diviene allora 

a (n«— 2) 



n«X = a {n* - 2), X = • 



(10) 



Sottraendo la (8) dalla (7), si ha 

X [ti* -ti* + 2 {ti* - ti*)] -2{ti-t,)Y^a [ti* - ^2* - {ti* - ti*)l 
0, dividendo per ti — ti, 

X [{ti* + ti*) {ti + ^2) + 2 {ti + ti)] - 2Y = a [{ti* + <2*) (^i + ti) - (fi + ti)l 
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X [n (n« - 2) + 2/i] - 2Y = a [n (n» - 2) - n]. 
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oTvero 

ovvero 

««X -^ 2Y = an (n* — S). 
Da cui, tenendo conto della (10) 

2Y = n'X — an (»« — 3) = a» (»* — 2) — a» (»• — 3) = an, 
e 



(11) 



Le (10) (11) danno dunque le coordinate del punto M d'incontro delle tan- 
genti alla cubica in Pi e Ps. Queate coordinate soddisfano l'equazione (5) della 
tangente in P alla parabola (4). 

Se si osserva che 

Xp + Xm = ^ H ^ = a, 

si vede che il luogo del punto medio di PM ò la retta tit. 

Osservazione. — Eliminando n fra la (10) e (11), si vede che il luogo del 
punto M è la cubica 

2YMa-X) = o». 

4^ Facendo X = a nelle (7) e (8), si ha per le ordinate dei punti in cui le 
tangenti in Pi e Pa incontrano Tassintoto 

2^Yi = a(3<i« + l), 
2^2 Yj = a (3fe« H- 1). 
Da evi 

Yi + Y, = 2cin, ^' ^^^ =- an. 

Siccome la retta PiPs ovvero y = nx incontra l'assintoto nel punto d'ordi- 
nata na, resta dimostrata la proposizione enunciata. 

Altre risoluzioni dai sigg. proff. E. Nanne!; J. Rote, Nivallet (Belgio) e fng. Fer- 
rari, I. T. di Varese. 

• 38« Integrare il sistema 

d^d«zd»yd»zd»yd^d«y 

dx« "^ dx" "^ dx* "^ dx» "^ dx* ■*■ dx» "^ dx'* "^ ' 

dl^ "^ dx« "^ dx* "^ dx* ■** dx* "^ dx^ ■** dx« ■*■ ^ "^ 

F. SlBIBÀNI. 

Risoluzione del tig. prof. J. Rote, Nivelles (Belgio). 

Da queste due equazioni si deduce per addizione e sottrazione, ponendo 



d^v d^v , d^v ^ 

- — -r—u -r T~i — «^ = 0. 



dx' 



dx^ 



dx* 



(1) 

(2) 
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]6 equazioni caratteristiche di queste sono 

a« 4- s« + 2«» + 2a» + «« + 1 = 0, 
t8_^« + it_l=0. 
La prima si scrive anche 

«• («* + 1) + 2*» («« + 1) + «» + 1 = 0, 
ovvero 

(»' + l)V«« + l) = 0, 
ovvero 

ed ha per radici, -1, ~ 1, +V-1> ~Y-1, g , g , g ' 

2 

La seconda si può anche scrivere 

(^« — 1) (<• + 1) = ofveio a — 1 j (* + 1) {t* + 1) {l* — «« + I) = 0, 

e le sae radici sono +1,-1, V— 1, — V— 1, ± V ^ ± ♦ V "ò"' 
L'equazione (1) ha dunque per soluzione 
y + ir = (A + Bar) «-^ + (C cos a? + D sen x) + 

+ e*""! (E + Far) sen ^ + (G + Ha-) cos ^|^ , 
e la (2) ha per soluzione 

y — « = Al e* + Bi «-» + (Ci cosa? + Di sen x) + 

+ tf'' V"2" |^(Ei + Fi x) sen ar^' y + (Gì + Hi a?) eoa xf -J^ 
Da queste due equazioni si deducono subito i valori di y e 2r. 

N, B. — Dopo la pubblicazione del Fase. IV Ci giunse on'altra risoluzione della qnistione 698 dal 
prof. F. SiBiKAiri di Bologna, ed altra della quist 721 dal sig. Teopilo Ribtti, studente della 
R. U. di Bologna. 



QUISTIONI PEOPOSTE 



729. La tangente in un i)unto M d'una curva piana (C) incontra 
l'asse Oy in T e la normale incontra Tasse Ox in N. Determinare la 
curva (C), sapendo che il baricentro b del triangolo MNT descrive 
una retta 06. 

730. Siano (C) una curva piana, P la proiezione del punto M della 
curva sull'asse delle a?, T il punto d'incontro della tangente in M col- 
Tasse Oy, TQ la perpendicolare ad OM. Determinare la curva (C) tale 
che TQ passi per P. 

731. Sia (C) una curva piana; la normale in un punto M di questa 
curva incontri Oy in N', le parallele a Ox e MN' tracciate per i 

Imnti M e rispettivamente s'incontrino in R. Determinare (C) con 
a condiziona che sia RN' = OM. 

J. Rose. 
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A. Bassi, Risoluzione dei triangoli piani. Norme ed esempi. Volume di 
360 pagine. G. B. Paravia. 

Con vivo compiacimento cerco dì dare qualche notizia di questa importantis- 
sima pubblicazione dell'egregio collega prof. Alfredo Bassi, che nella sua modesta 
residenza di Mondovì, mentre da un lato attende con coscienza al suo ufficio, 
dall'altro pensa al miglioramento della Scuola, rivolgendo a profitto di essa il 
ricco patrimonio delle sue conoscenze. 

Come dice l'A., questo è il primo d'una serie di volumi che egli si propone 
di pubblicare a beneficio dell'insegnamento secondario. 

11 titolo dell'opera, tenuto conto delle pubblicazioni congeneri, sembra assai 
modesto, ed il lettore potrà credere che si tratti d'una delle solite collezioni di 
esercizi, ìu generale malamente scelti, peggio ordinati, spesso poco soddisfacenti 
nella risoluzione e nella discussione, e quasi sempre senza un'idea direttrice, che, 
come fiaccola, dovrebbe illuminare il cammino ai giovani che vogliono intrapren- 
dere la via della risoluzione dei problemi, i quali, come si sa, presentano, per 
dir così, una infinita varietà. 

L'A. felicemente classifica i diversi casi che si possono presentare nella riso- 
luzione dei triangoli, e per ogni classe dà le norme che devono guidare nella ri- 
soluzione e nella discussione, recando in questa, con criterii proprii, un notevole 
progresso di fronte agli usuali metodi di discussione. £ il progresso consiste prin- 
cipalmente nella determinazione, quando è possibile, delle condizioni necessarie 
e sufiicienti affinchè gli elementi calcolati, se reali e positivi, rappresentino, sen- 
z'altro, una soluzione del problema ; o nella sostituzione di condizioni equivalenti 
alle usuali, le quali condizioni equivalenti sono notevolmente più semplici. In ciò 
VA. ha superato felicemente delle difficoltà non comuni. 

L'opera comprende due parti, un'appendice ed una ricca serie di esercizii proposti. 

Partb I. RisoUiziottó algebrica dei triangoli piani. Nórme ed esempi, 
Cap. I. L'A. richiama le relazioni metriche fondamentali, mettendo subito in 
rilievo il fatto, che se una relazione metrica traduce una proprietà geometrica 
caratteristica per la figura, ogni soluzione, se reale e positiva, è senz'altro accet- 
tabile. Esamina quindi ciascuna delle relazioni metriche allo scopo di dedurre se 
rappresenta, o meno, la condizione necessaria e sufficiente all'esistenza, degli ele- 
menti che in essa compaiono, in un medesimo triangolo. 

Se 0*, y, z sono le misure dei lati d'un triangolo, è necessario e sufficiente che 
per la sua esistenza sia verificata la limitazione 

\y-'z\<x<y\-z, (1) 

Se occori'e applicare il teorema di Stewart (o quelli che di esso sono conse- 
guenza, come il teorema della mediana, della bisettrice, ecc.), che non esprime 
una proprietà caratteristica per il triangolo, e se AD = ^ è una trasversale con- 
dotta per A, m, n i segmenti CD, DB, l'A. dimostra che alla precedente condi- 
zione si possono sostituire le altre: 

\y-t\<m<y + t 

\y -t\<n<z-\-t, 

qualche volta con notevole vantaggio. Così, risolvendo il triangolo, dati 7a ed i 
segmenti u, v che essa determina su a, trova : 

a = H+f, & = l/li*+^7a*, . e = y r» -f -- /a«. 
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Essendo a, ò, e positivi, per la loro accettazione si deve verificare la (1), ma 
riesce più semplice di constatare che 

6 — ii</a<ft4-M. 

Circa la relazione e* = a* -f- 6' ± 2apf dove ;d è il valore assoluto della proie- 
zione di 6 su a, e che non rappresenta un vincolo analitico caratteristico per il 
triangolo, TA. alla (1) trova di sostituire la condizione equivalente o <ip<Z^ (2) 
con notevole semplificazione in molti casi. Così, risolvendo il triangolo, dati 

«f ^b, he (hh<Zhc)t 
trova: 



6 = 

i segni corrispondendosi. Invece di verificare la (1) riesce assai più semplice ve- 
rificare la (2) che in questo caso si riduce a 



^cVa* — V ± *bVa» - ho* ' hc^a' — Ab* ± ^bVa* - /ib»' 

di verificare la ( 
IO si riduce a 

Va* - Ac* < a , 



che è soddisfatta. 

E notevole pure Tosservazione che se è nota l'area S del triangolo, dovendosi 
fare uso della formola di Erone, o di qualcuna di quelle che da essa si deducono, 
i valori trovati per i lati, o in parte dati, in parte trovati, se reali e positivi, 
corrispondono effetti vamente a un triangolo, senza che verifica alcuna sia neces- 
saria. Considerazioni analoghe vengono sviluppate per i dati: 

R, r, fa, fb, re. 

Così TA. risolvendo il triangolo, dati t/u , Aa , R* trova per determinare i lati 
delle formolo molto lunghe, che qui non riporto. Solo noto che senza questa os- 
servazione, se si volesse verificare la (1), la cosa riuscirebbe assai disagevole. 

Cap. IL Triangoli rettangoli. Stabilite le relazioni metriche fondamentali, l'A. 
dà le norme per la discussione. Rileva il fatto importantissimo che nella risoluzione 
d*un triangolo rettangolo i valori dei lati verificando necessariamente la relazione 
di Pitagora (relazione caratteristica per il triangolo), saranno, senz'altro accetta- 
bili, se reali e positivi. E non occorrerà, come fanno certi autori, di verificare che 
il lato che si è assunto come ipotenusa è maggiore di ciascuno dei rimanenti. 

Così, risolvendo il triangolo rettangolo, conoscendo la somma a dell'ipote- 
nusa X e del cateto y, e la somma 6 dei cateti y e z, si trova, per avere y, l'e- 
quazione : 

y« -t- 2 (fl - ft) y - (a« - ft«) = 0. 

Poi: 

z = b — y, X = a — y. 

I valori di y sono reali se a >> & (il caso a = 6 è considerato a parte). In 
tale ipotesi un valore di y risulta negativo, e si rifiuta, l'altro positivo è dato da 



y = — (a-è) + y2a(a — 6). 

In corrispondenza: 

« = a — V2a (a — 6) , a- = 2a — V2a (a — 6). 

Perchè sia positivo z si richiede che a <C 22». Essendo positivo z, con più ra- 
gione lo sarà x. Siccome, intanto, nella risoluzione si fa uso del teorema di Pi- 
tagora, ogni altra discussione è superflua, e la condizione di possibilità è 

6 < a < 26. 

Cap. III. Triangolo isoscele. Triangolo equilatero. Sono riportate le relazioni 
metriche principali. Per le norme relative alla discussione, se a; è la base, y uno 
degli altri due lati, e x e g sono incogniti, è necessario e basta che sia x<^2y. 
Se è data la base a, si deve avere a •< 2y. Se è dato ò, si deve avere b^\x. 
Ma se la risoluzione si fa dipendere da quella del triangolo rettangolo di lati 

h, i a , ^a , 

siccome si usa il teorema di Pitagora, ogni verifica riesce superflua. 
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Cap. IV. Esempi. Gli esempi sono opportunamente scelti, esaurientemente ed 
elegantemente risoluti e discussi, applicando nella discussione tutte le risorse 
che nei capitoli precedenti sono state rilevate. 

Parte II. lii»olnzione trigonometrica dei triangoli piani. 

Cap. IV. Osservato che se fra i dati si trovano elementi angolari la risolu- 
zione non si può, in generale, compiere nel campo algebrico, e così se si vogliono 
determinare angoli, l'A. distingue i casi: 

I. Fra i dati non vi sia alcun lato; 

II. Vi sia un lato ; 

III. Vi siano due lati. 

Se si tratta dei casi fondamentali considerati nella Trigonometria, l'A. rimanda 
ai buoni libri di testo. In ogni caso la risoluzione completa si fonda su tredici 
relazioni, che si ridncono ad otto se il triangolo è rettangolo. Delle tredici rela- 
zioni solo tre sono distinte, e si possono prendere: 

a+P + Y = 180^ _2_ = -A-^ = _l_. 
sen a sen ^ seu y 
A queste si possono sostituire: 

a* = i* -f e* — 2bc cos oc , 



sen a sen {^ seu a sen (a -j- y) 

Qui TA. dimostra che questi vincoli analitici fra lati ed angoli (se reali e 
positivi, e per gli angoli che siano minori di 180^) esprimono, ciascuno, la con- 
dizione necessaria e sui&ciente per la coesistenza in uno stesso triangolo degli 
elementi contenuti in essa, tenuto conto di alcune condizioni che l'A. determina. 
Dopo di avere sviluppato opportune considerazioni sulla risoluzione trigonometrica 
dei triangoli, giunge a dimostrare che per la discussione basta determinare le 
condizioni che fra i dati debbono sussistere affinchè essi possano ricevere valori 
reali e positivi per i lati, reali positivi e minori di 180^ per gli angoli incogniti. 

Al n. 71 l'A. in particolare ferma la sua attenzione sul caso in cui siano dati 
due angoli a e {i, e sia: 

a + {J<180», 

e viene alla conclusione notevole che quando il problema è determinato, ammette 
sempre una soluzione e una sola, e nessuna discussione è necessaria. 

Al n. 72 osserva che se invece di conoscere due angoli del triangolo fossero 
noti un angolo e un elemento angolare, oppure due elementi an.t!oIari, la figura 
richiesta sarebbe, astrazion fatta dal terzo dato, nota in forma. Quindi con con- 
siderazioni geometriche viene a concludere che le condizioni di possibilità riguar- 
deranno solo i dati angolari, e le soluzioni saranno tante quante terne di angoli 
a, p, Y si potranno ricavare. 

Cap. VII. Sulla risoluzione geometrica. Notevoli e lucide nonno sono indi- 
cate per la risoluzione e la discussione. 

Capp. Vili, IX, X, XI. Esempi. Gli esempi, che sono quelli trattati alge- 
bricamente, sono, come quelli ampiamente, esaurientemente ed elegantemente ri- 
soluti e discussi, sia dal lato analitico, come da quello grafico. Sono rilevato, 
opportunamente, le soluzioni limiti, e le quistioiii di massimo e di minimo che 
eventualmente si presentano. È da richiamare, in particolar modo, l'attenzione 
del lettore sugli esercizi del cap. XI, dove, gli esempi trattati hanno, per la loro 
forma, una vera impronta d'originalità. 

AppBNDiCB. — Sulla risoluzione grafica e stillo studio analitico dei triangoli 
piani f quando gli elementi determinativi siano, tutti o in pai-te, dati di posizione. 

§ l. Norme relative alla risoluzione e alla discussione. Spiegato il soggetto 
da trattare, l'A. divide in due categorie le quistioni da studiare, secondo che gli 
elementi noti siano tutti dati di posizione, o solo in parte. In ogni caso, mediante 
i dati in grandezza e quelli che dalla posizione si possono dedurre (e per questi 
ultimi si avrà una certa arbitrarietà), si potranno esprimere anche analiticamente 
le incognite. 

Servirà a tale scopo una conveniente scelta di coordinate cartesiane e polari. 

I problemi sono divisi in gruppi, secondochè si conoscono tre punti notevoli, 
due, uno o nessuno. Per il primo grappo è notato che i tre punti non sono aa- 
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solutamente arbitrarii. 11 loro triangolo può, io certi casi, essere costruito a parte^ 
e poi situato, in altri casi ciò non è possibile. Per gli altri gruppi l'A. fa impor- 
tanti considerazioni, e mostra come ai possano spesso utilizzare i metodi dei luoghi 
geometrici e della similitudine. 

§ 2. Esempi, Come per la 1' e 2* parte gli esempi sono felicemente scelti, 
esaurientemente ed elegantemente risoluti e discussi, sia dal lato geometrico, sia 
dal lato analitico. 

Esercizi. — Si chiude Topera con una ricchissima collezione di esercizi pro- 
posti, in numero di 1106. Notevolissimi quelli relativi al cap. XI. Per molti di 
essi, in opportune note, sono indicati degli avviamenti. 

Ed ora termino questa rapida recensione ringraziando TA. per il piacere che 
mi lia procurato nella lettura d*un libro cosi ben pensato e così ben condotto. 

Tale libro dovrebbe figurare nella biblioteca d*ogni ordine di scuole, e per 
quelle superiori essere additato ai giovani più volenterosi come modello perfetto 
di rigore e di eleganza nella risoluzione e discussione dei problemi grafici e ana- 
litici. Ciò facendo gl'Insegnanti non solo incoraggerebbero nn collega che con 
vero intelletto d'amore, con coscienza e scienza ha scritto un ottimo libro, ma 
renderebbero un grande servigio airiusegnamento secondario. 

S. Catania. 



SOCIETÀ ITALIANA PER IL PROBRESSO DELLE SCIENZE 



Con vivo piacere pubblichiamo la seguente circolare, augurando 
che la nobile iniziativa sia feconda di bene per l'avvenire scientifico 
del nostro paese. 

Illustrissimo Signore, 

Nel Congresso dei Naturalisti Italiani, tenutosi a Milano nel settembre 1906, fu 
fatto solenne voto per la costituzione di una Società Italiana per il progresso delle 
scienze. La proposta, che trovò unanime consenso nell'Assemblea, è la manifesta- 
zione di un desiderio e di un bisogno sentiti e soddisfatti da molto tempo presso 
tutte le nazioni, che prendono parte al grande movimento scientifico moderno. 

Vigorosi frutti hanno portato associazioni consimili, come è ben noto, in Inghil- 
terra dal 1831, in Germania dal 1822, in Svizzera dal 1815, in Francia dal 1864, 
negli Stati Uniti d'America dal 1853 ed in tempi recenti nell'Australia e nell'Africa 
del Sud; fra queste, l'Associazione Britannica vanta risultati, che possono dirsi 
gloriosi. 

In Italia un primo Congresso di scienziati fu tenuto nel 1839 a Pisa; e ad esso 
seguirono undici Congressi tenuti a Torino (1840), Firenze (1841), Padova (1842), 
Lucca (1843), Milano (1844), Napoli (1845), Genova (1846), Venezia (1847), 
Siena (1862), Roma (1873), Palermo (1875). 

Se però i risultati scientifici di queste riunioni nostre meritano larga menzione, 
bisogna riconoscere che l'intento principale seguito in esse ebbe carattere politico; 
e tali convegni giovarono mirabilmente all'affratellamento delle forze intellettuali 
delle varie provincie, in un paese che voleva e conseguì il proprio risorgimento a 
nazione unica. 

In oggi però il movimento in favore della ricostituzione di tali congressi si 
ispira unicamente ad un ideale scientifico. 

Non è chi non senta la necessità di temperare fra i cultori della scienza la 
tendenza all'eccessiva specializzazione; un congresso a larga rappresentanza di 
scienze, che hanno punti di contatto e campi comuni, viene a meglio disciplinare 
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le riunioni di specialisti dando loro necessariamente una benefica armonia di intenti. 
E gli studiosi di una disciplina, raccolti a fianco di studiosi di una disciplina affine, 
comprendono meglio gli aiuti reciproci, che possono prestarsi, e dalKanaiisi fatta 
da un punto di vista speciale possono salire a vedute e comprensioni filosoficamente 
più larghe. 

In molti, ancora, è il desiderio di una solenne manifestazione nazionale delle 
scienze di fronte al paese, il quale forse non apprezza ancora al suo giusto valore 
l'importanza della ricerca scientifica, nò quale forza rappresenti, per la prosperità 
civile ed economica dì una nazione, T insieme di uomini che del culto delle scienze 
hauno fatto lo scopo della loro vita. 

In altri, infine, è il proposito di creare in Italia una vita scientifica, propria- 
mente detta, che estenda le sue radici e tragga i suoi succhi dalle forze vive del 
paese stesso, ciò che non può non riescire di straordinario incremento della cultura 
nazionale. E tale scopo verrà raggiunto col riunire le energie volenterose di tutti 
coloro che amano le scienze; cioè non solo dei loro cultori, per così dire, di pro- 
fessione, ma anche di coloro che ne seguono con vigile simpatia il progresso con- 
tinuo e glorioso. Si verrà così a ricostituire con nuove vedute l'antica associazione 
italiana, riprendendo la interrotta tradizione dei Congressi informati ai nuovi bisogni 
dei tempi. 

La nuova Società, alla quale chiediamo Tadesione della S. Y., risponde quindi 
a necessità complesse e sentite per diverse ragioni. La concordia e lo slancio, con 
cui numerose società ed enti scientifici hanno accordato il loro appoggio alla gran- 
diosa iniziativa, dimostrano ampiamente la nostra affermazione. E tali società tro- 
veranno nella nuova, a cui avranno dato vita, modo di esplicare anche piii inten- 
samente la propria attività ed insieme di contribuire al largo intento, comune a 
quanti hanno a cuore il progresso delle scienze. 

La sottoscritta Commissione nominata dalla presidenza del Congresso di Milano, 
a tradurre in atto il voto del Congresso stesso ed a costituirsi in Comitato Ordi- 
natore della futura Associazione, ha scelto Parma a sede del primo congresso di 
questa, da tenersi nel settembre del 1907; ivi si procederà a formare la nuova 
Società formulandone il relativo Statuto ed il Regolamento. 

La S. y. è quindi pregata di inviare la propria adesione a questo Congresso. 
La quota di iscrizione è stata fissata sin d'ora in lire 5, per fare fronte alle spese 
di organizzazione e per costituire un primo fondo alla nuova Società. Le scienze, 
che si propone sieno rappresentate, sono: Matematica, Astronomia, Geodesia-Fisica, 
Fisica terrestre, Meteorologia • Meccanica ed Ingegneria, Elettrotecnica- Chimica 
ed applicazioni, Agronomia - Geografia - Mineralogia, Geologia e Paleontologia- 
Botanica - Zoologia ed Anatomia comparata • Antropologia, Etnografia, Paletno- 
grafia - Anatomia, Istologia, Fisiologia, Patologia, Igiene, Batteriologia • Statistica 
e scienze economiche. 

Ci affrettiamo ad aggiungere che l'adesione, oggi chiesta, non implica alcun 
vincolo rispetto alla Società da fondarsi, spettando alla prima riunione di Parma il 
compito di regolare la costituzione e le norme per l'esistenza della Società Italiana 
per il Progresso delle Scienze. 



Boma, 25 Gennaio 1907, 



IL COMITATO ORDINATORE 



Ettobb Artini - Deputato Pietro Cardani - Giovanni Cbloria 
- Arturo Issbl - Fr. Sav. Monticelli - Senatore Emanuele 
Paterno - Romualdo Pirotta - Guglielmo Romiti - Alfonso 
Sella - Senatore Vito Volterra. 

Per informazioni o comunicazioni scrivere all'indirizzo; Comitato ordinatore della Società per 
il progresso dello Scienze. (Roma, Via del Collegio Romano, 26.) 
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UNA fOKMOLA Sii COEFFICIESTI P0L1N().^.U1 E % DI CN DETERMINANTE RICORRESTE 



^ota di Emesto Pascal 



Nei Rendiconti del R. Istituto Lombardo ho pubblicato recente- 
mente alcune Note su certi determinanti, di speciale costruzione, che 
ho chiamati ricorrenlL 

L'occasione dello studio generale di questi determinanti, mi venne 
dal l'essermi occupato dì dimostrare la proprietà dell'annullarsi di uno 
speciale di essi^ proprietà che dovea servire a completare una certa 
dimostrazione del dott Buhgatti sulle equazioni differenziali lineari. 

In questa breve Nota elementare, che mi sembra adatta all'indole 
di questo FefiodicOn io tratto principalmente di una semplice formola 
sui coefficienti polinomiali, formola donde, fra altro, può immediata* 
mente trarsi la dimostrazione delì'annnllarsi di quel tal determinante 
cui ho accennato piìi so. 



Indichiamo con 



il coefficiente pùlinomiale 



* * 



( '" ) 



essendo 



fi ! m . , . I Vi 1 fi ! 



e di esso chiamiamo ri...rt gli hidicL 

Indichiamo con A/*"* la somma di tntti i possibili coefficienti po- 
linomiali del numero 2», ad i indici pari (diversi da zero) ; poniamo 
cioè: 

^'*"'=^(2,^^oA,-"..2j (••=1.2....) m 

intendendo die 2hi, 2hi, ... 2/ii_t e 

2A, = 2n-s'2/.k ^ 



smM 
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rappresentino una partizione del numero 2n in i numeri pari diversi 
da zero, e che il sommatorie debba estendersi a tutte le possibili sif- 
fatte partizioni, con ripetizioni, con questa ultima frase volendo poi 
significare che debbono includersi tutti quei numeri polinomiali (eguali 
fra loro) nei quali la totalità degli h sia la medesima, ma l'ordine di 
disposizione, di quei fra loro divorai, sia diverso. 

Indichiamo poi similmente con Bi^'°^ una somma analoga, ma colla 
difrdbenza che in ogni termine i due ultimi indici sieno sempre di» 
spari e tutti gli altri pari; cioè sia 

B''-' = ?(2A..2;ì 2L.2A._.-l) (• = 2.3....) (3) 

l'ultimo indice essendo naturalmente anche dispari è dato da 



2A, — 1 = 2«— S2*k — 1. 



(4) 



È evidente che la (3) ha significato per 

» = 2, 3....; 

Bi(»''>=l. 



per t = l porremo poi 



E facile prima di tutto trovare una formola di ricorrenza fra le 
somme À. 
Si ha: 



I2n)! 



1 . 1 . , 1 

2!(2n — 2)!^4!(2n — 4)!^--"^(2n — 2)!2! 



A,<»°> 



(2n) 



" 1 r 1 , 1 I , l i. 

!~2! L2!(2« — 4)!"'"4!(2n— 6)!"'"----"'"(2n — 4)!2!j "1" 
+ 4! [2!(2n — 6)! + 4!(2« — 8)! + ---- + (2n — 6)!2!j + 



+ 



+ 



+ {2n — 4) ! L2 ! 2 ij "~ 

1 Ag<''»-«)_ 1 A,('-*> 
hi' 



1 



A,<'> 



"~2!(2m — 2)1^4! (2;» — 4) ! ^ ' ' ' * ^ (2n — 4) ! 4 ! 

Così continuando è evidente che può scriversi in generale: 

A.<«°) 1 Aj!?.-'^ 1 Aj'JT^' 1 Agr'> 

2)!+4!{2n — 4)! +—+(2n — 2»+2)!(2i— 2)! 



.(5) 



t2n)!~2!(2» 

che può anche scrìversi: 
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Possiamo ora scrivere identicamente: 
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in cui 2) deve, al solito, come nella (1), estendersi a tutti i valori 

h 

delle h, e hi è quello dato dalla (2). 

Ed infatti le due serie di termini che si ottengono dal secondo 
membro per A = e h = hi danno esattamente, come è evidente, il 
doppio di A/'"^, perchè, per la (1), ciascuna di esse è A/'°^ 

Osservando poi che 

( 2^» \(^^'\-( 2n \ 

\2hi ,...., 2hiJ \2h)— \2h ,...., 2hi-i , 2h) ' 

e che, per h diverso da zero e da Ai , il secondo membro è un coef- 
ficiente polinomiale a t -|~ 1 indici, si vede che il sommatorie di tutti 
i termini, meno quelli per A = e h=hu forma esattamente ^i^\* 
Intanto per una formola elementare sui coefScienti binomiali è: 



h=ol2AJ-H=:l2A-i;' 



onde, sostituendo al secondo membro della (7) e osservando che al- 
lora questo può scrìversi: 

vi 2n W 2h \ v( 2n \ 

t\2Ai, 2hJ\2h^lì ""t I2/Ì1, 2A,_i, 2h-l)' 

che per la formola (3), con un opportuno mutamento di indici è Bi^i , 
abbiamo la formola: 

A[?!>+2A^^ = Bil-J; (8) 

la quale stabilisce un legame fra le somme di coefScienti polinomiali 
di 2?), a tutti indici pari, e quelle di coefScienti polinomiali a due 
indici dispari e gli altri pari. 

Dalla (8) possono dedursi le somme A espresse per le B colla 
formola notevole: 



AÌS = B© -2BP'^^ +2«BK — .... + (- 2)* W^\ 



(9) 



* * 



Dalla (9) possiamo dedurre una conseguenza importante. 

Per i = n evidentemente il primo membro è zero, perchè non 
possono costruirsi coefScienti polinomiali di 2nconn-hl indici pari 
diversi da zero. Onde possiamo dedurre: 

Bai - 26^^ + 2»BL'°\ -.... + (- 2)^ B?-^^ = 0. (10) 
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Ora per quanto abbiamo dimostrato nel § 1 della prìma delle 
Note ricordate in principio sui determinanti ricorrenti, 0) il primo 
membro di (10) non è altro che lo sviluppo del determinante ricor- 
rente: 



(2n)! 



1 

1! 


2 







.. 


1 

3! 


1 
2! 




2 


.. 


1 


1 




1 




5! 


4! 




2! •• 


. . 


1 


1 




1 


..2 


(2»t — 1)! 


(2n— 2)! 


(2t 


►— 4)!" 


1 


1 




1 


1 
•'1! 


(2n)! 


(2m — 1)! 


{2n—'ò)\" 



(11) 



onde possiamo affermare che il determinante (11) è identicamente zero, e 
questo determinante poi, col facile cangiamento che abbiamo già fatto 
notare nel § 3 della succitata Nota, diventa precisamente quel de- 
terminante nullo, cui abbiamo accennato nell'introduzione. 



* 



Possiamo trovare una formola di ricorrenza analoga alla (6), ma 
per le somme B anziché per le À. 

Ciò si ottiene combinando in modo opportuno la (6) e la (8). 
Si ha: 

+ p^^)[Ai--^ + 2AlLV*^] + 
+ + 

+ (2n-2i)t^^^' + 2^-] + 

+ l2n-2» + 2J ^^'-' ' 

onde infine, osservando che l'ultimo termine è eguale a 

(2 t— 2)! (2n)! 

2'-' ~(2» + 2t + 2)! 2'-»' 



\,2n — 2» + 2/ 



(0 Pascal, I d^Urminanti ricorrenti e le loro proprietà, Rend. Ist. Lomb. (2), t XL, 1907. 
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8Ì ha: 



Bis -(t)B!-« + . ■ • • + U!!2.-)b1"' + t2„-ff2)l^ - 02) 






Termineremo dando i valori delle prime somme B, valori che si 
ricavano facilmente sviluppando le potenze (212)*°® dei binomi, tri- 
nomi, quadrinomi, dei quali i termini abbiano i valori ± 1, e com- 
binando fra loro in modo opportuno i risultati ottenuti, si trova: 






1) — 2^' 



goin) = 2*»-» + 2»»-^ — 4" (3*" — 1) 



(13) 



Milano, marzo del 1907. 



LE GEODETICHE DEL TORO 

(Continuazione e fine — r. fase» precedente) 



PARTE SECONDA. 
Andamento delle geodetiche sul toro. 

§ 1. — Curve che rimangono nella regione in cui la curvatura totale è >0. 



i. Per vedere l'andamento delle curve sulla superficie, trasfor- 
miamo l'integrale che dà cp; introducendo un angolo ausiliario. 

Sia M posto sulla circonferenza equatoriale esterna, e sia a l'an- 
golo che la velocità iniziale del punto fa con il circolo equatoriale. 

Possiamo supporre: 

0<a<ir- 
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Se M è la posizione attuale del mobile, e 6 è l'angolo che il rag- 
gio OM della circonferenza meridiana per M fa con il diametro di 
essa, normale all'asse di rotazione, si ha: 

r = p + R cos 9. 
Allora, poiché 

da = Rrfe, 
la formula 

IT r da 



notando che E = (p 4~ It) cos a, diventa 

(p = cpo± R(p + R)C0Sa.J (p^Rcogejy(^it^,^sQj.__(p^ilj.^08a^ 



Osserviamo ora che 



(p + Rcose)"--(p + R)"cos*a = 

= {p + R cos 9 — {p-f-R) cos a} {p + R cos 9 + (p + R) cos a); 

e, poiché cos 9 = 1 — sen"-^, si ha 

Rcos9 = R — 2Rseu*|-, 

(p + R) cos a = p + R — 2 (p -f- R) sen* -^ , 
e quindi 
p + R cos 9 + (p + R) cos a = 

= p + R — 2R8en*y+p + R — 2(p + R)8en»-|^ 

= 2(p + R)(l — sen"!")— 2Rsen»-|- 
=2(p+R)cos*-|— 2Rsen*|-; 



per CUI 



li 



. P + R ^ 

9 = qpo ± — 2 — COS a X 



' (p + R COS 9) l' 1 TI cos' y — sen' y I 1 p sen' y — sen -5-I 



7C 



Ti per CUI 



Ora, per ipotesi, è a < -g- , quindi -9- < -j- 1 per 

cos" -g- > sen* -^ . 
Perchè il radicale sia > 0, basterà che sia 

P + R , a ^ ,9 
"Tt-sen»y>sen»y; 





MWPMtliWiJTfc-tlIil 
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quindi 9 oscilla fra +80 e — 60, ove 

a 



sen 



2 ^Ì^T' 



set) 



2 
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(1) 



Per la trajettoria, per cui a soddisfa alla 



v^ 



R 



sen 



^1, 



vi è un valore reale dì 60 che soddisfa alla (1). 

Siene M©, M© i punti della trajettoria corrispondenti a + 80 © — 6©; 
e siano a e a' i paralleli passanti per quei punti, ai quali essa risul- 
terà tangente. La trajettoria sega già in M il cerchio equatoriale 
(nel punto di partenza); essa lo segherà in un altro punto B. 

Chiamiamo con qp l'angolo compreso fra i piani meridiani passanti 
per i punti M e B. Sia 9 = per 6 = 0. Il mobile tocca in M © il pa- 
rallelo inferiore; e sia cpMM'o l'angolo compreso fra i piani meridiani 
passanti per i punti M, M©; si ha: 



9mm'o — " 



xf- 



p+R 



m 



cosaX 



, (p + Rcoseìy r "j^ co8*-|- — sen'yì r ^ 8en*-|-— 8en*yj 
Chiamando f{Q) il denominatore dell'integrando, si ha 



Vxu'a 



-CCS 



-ft) 



(tì) 



ed analogamente 

p+R ( nm , r+o^m\ 
cp-.B=-2-co8«{J^ + j ^1 



-$0 



P+R 



cos 






2. Sia a a bbastan za piccolo da poter considerare sen a=a, cosa==l, 
allora ft)=y^-£ — ; e, poiché è 6<6©, a maggior ragione sarà 9 
molto piccolo e dell'ordine di a; quindi 

p + R cos e = p + R 



p + R ,a ,6 p + R 
~ ■ cos* -^ — sen* -^ = 



R 



R 



P + R 



9 p+R 



R ^^^ 2 "" ^®" 2 ■" 4R 



{«•-«-.^ì' 
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Ed allora 
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^MS^ 



P+ 



-A 



dd 



+«)V'-F't^(«'-«'-?tk) 



-^^/i^ 



/p-Ht p±Ri 



Oiaò^al^— ó — ; quindi 






arseli 1 



TU 



Se 



P + J 

L'arco di equatore compreso tra i due punti successivi d'incontro 
con la trajettoria è 

y \t* è irrazionale, sono infiniti i punti in cui la trajettoria 

compresa fra i due paralleli incontra la circonferenza equatoriale. 

Se il numero suddetto è invece razionale, allora il numero dei 
punti in cui la trajettoria incontra la circonferenza è limitato, e la 
trajettoria è niui curva chiusa. Ciò avveri a qualunque sia R, purché |? 

sia della forma K (-s — l), dove q è un numero razionale, 

3. Al risultato precedente si può dare un'interpretazione geome- 
trica. 

I due raggi dì curvatura della superfìcie del toro nella striscia 

infinitamente sottile compresa fra g e o' sono a meno di infinitesimi 

1 
di ordine superiore, R e |i + R. La curvatura totale è -7^====; 

yR ip + R) 



(i) ^ ^* arai 



' (^tò) 



k una Curva cbe sì diaea«t& tRoto meoo dalla tr^^tittoda qilAiila 
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e la striscia infinitamente sottile compresa fra i due paralleli, si può 
flettere e, senza lacerat ure ne rip iegature, adattarla su di una super- 
ficie sferica di raggio ^R (p + R). 

La traiettoria, che sappiamo essere una geodetica, si adatterà su 
di un cerchio massimo, e così pure il cerchio equatoriale; e ciò av- 
viene pel fatto che la distanza fra due punti successivi d'incontro 
della trajettoria con l'equatore è tc Vr (p + R). 

Nel caso in cui 



sen 



t=V: 



R 



P+R' 



8Ì ha che la trajettoria serpeggia attorno alla trajettoria primitiva 
(a = 0), ed è compresa fra due paralleli (60, — 60). In questo caso il 
moto è stabile. 

Il tempo t è dato dall'espressione 



Ì2hJ V»»-K» 



= ± 



1 r^_ 

ni 



(p + R cos 9) de 



p+R a a a 

^--^D — cos" -g- — sen* 



e 



P+R , 
sen' ■ 



n 



sen' 



e, come prima, si deduce 



-So 



+0Ò 



= 2/»; 



quindi il tempo che il punto impiega per passare da Mo ad M'o è 
uguale a quello che impiega per passare da M'o a B. L'intervallo di 
tempo che il punto impiega per passare da M a B è, se a è infini- 
tesimo, 

<i = 2(p + R)V-f- 






= f |/|- Vi^+RlR + ^ Vip + R) R . 

se u è la velocità del mobile. 

Nel caso che la direzione del motosi discosti molto poco dal cir- 
colo equatorìule, l'equazione della trajettoria è 

, m 



_ii_ r ^ fw_ 
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Se per f ^q?tì, 6^0, aarà Y~t), e si ha 
per cui, dalla r = p + Rco8 9, si ha 



n 



■ ^ cos ; a 






segna i paralleli equidisUnti dal cerchio equatoriale esterno, i quali 
non possono essere oltrepassati dal punto e saraimo reali; cioè il 
moto del punto è compreso in una zona limitata da due paralleli se e 



san- 



B 



Questa zona è contenuta nella ragione a curvatura positiva, se è 



sen 



if 



'P+R 



n 



tìo 



perchè allora, essendo sen i^^-=, è Qo ^ -^r ^ e %^ ± -^ h requa* 

zione dei due paralleli dei punti parabolici. 

Se quindi 

a i/ p+R 1 



sen 



allora la trajettoria serpeggiando occupa tutta la regione dei punti 
ellittici e tocca i paralleli dei punti parabolici. 
Se è 



1 > sen 



2 r R }^ 



la trajettoria entra nella regione dei punti iperbolici, giacche i pa- 
ralleli limiti sono in questa regione. 

Il massimo valore che può assumere sen y V r~ P®^' 1^^'" 

stenda dei pa ralleli lìmiti è Tunità. In questo caso, essendo cioè 

sem^l/ - ^(^^ = ^1 è 6ft^^s cioè i paralleli limiti coincidono col cir- 
colo equatoriale interno; ma la trajettoria non può toccarlo, perchè 
il circolo equatoriale interno è anche una geodetica, quindi io taglia. 
In questo caso la trajettoria descrive serpeggiando tutto il toro* 
Si ha allora 



aen' ^r ^= 



p+ii' 



cos*-5.= 



p+K* 



per CUI 
6 quindi 
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R p— R, 
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cos a = 1 — 2 . 



p + R-p + R^ 



qp = 9o ± — 2 — ^^® °^ X 



'-!• 



(p + Rco3e)l/(^co8»-|— sen'|)(^8en«f-aen'|) 



= ^0 






de 



(p + R cos 8) y (-g- — sen^ -^j cos* ^ 



Ora se p = R, allora 



Tu 



9 = cpo, a = "2' 
cioè si hanno i meridiani. 

Ma in generale è — < 1, e quindi 

q> = qpo ± — 2 — ^^^ °^ X 



'/^ 



rie 



Poniamo 
e quindi 
allora 



+ R (2 co8« -|— l)} . cos y Y|- - sen' -|- 
seny = (;«[«,]/-], 



cos 



"o" cos -g- ri9 = — snudnudu 



dQ = — 2dnudu 

p + R (2 cos" -|- — 1) = p + R (2sn''« — 1) 
= p — R + 2Rsn'u 



= {p-R)(l+^sn'u) 



P_ 
R 



• sen'-H- = w — c»'« ; 
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e quindi 

qp = ^0 i cos 
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(p + R) dnudu 

< 



(p + R) dnudu 

(p — R) (l + ^zrg «"*«) »«« y "H^ — "»'" 

, l/R r du 



§ 2. — Ld CMiTd invadono tutta la superficie. 



Consideriamo in ultimo il caso in cui 



per cui la condizione 



senyj/^^-i^— >1 



R 



a 1,/pTR 



sen^<seny|/-j^ 



è sempre soddisfatta; ed il moto del punto non è più limitato ad una 
sola regione, cioè non è stabile. 

In tal caso consideriamo l'angolo ^ della velocità iniziale col me- 

ridiano. Si hag = -^ — a; e quindi 



cos 



sen 



per CUI 



^=cos(^~-2-j-^^^cos-2-+sen^j, 
^ = sen(^-.-2-J=;^|cos-2— sen^}, 



cos* y = Y (1 -f- sen ?} , sen'* -^ = "2" ^^ "" s®" 51. 



e quindi 



p+R a a , e p + R ,, , -. , e 

^ cos' y — sen' y = 2tt ^^ + ^®" ^^ "~ ^^" "2" 
P + R a e , p + R 



— sen* Y + 2tt **" ^' 
^{^ sen'y — sen* y = ^^ {1 — sen 5) — sen' y 



P + R 
2R 



— sen" -TT 



P + R 

2R 



sen^. 
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Quindi l'equazione della trajettoria diviene 
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X 



/' de 



Perchè il valore di questo integrale sia reale, essendo 



P + r 



2R 



e 

seny 



sempre positiva, dev'essere 



P + R 
2R 



2 ^ 2R 



— sen' -?r > '' o'o sen ^ , 



ossia 



sen'y ^ 2R (^ ~ ^®" ^) • 



Ora, perchè questa condizione sia soddisfatta, qualunque sia 6, è 
necessario che sia 

2R (1~"S^»^>^I> ossia sen g ^ j^ . j^ ; 
condizione che è verificata se è 



t-^ 



sen -^'^l; 



e quindi, se l'angolo ^ è abbastanza piccolo, il moto del punto non è 
stabile. In tal caso si può porre 



T = 






m 



(p+R cos e) (^^- sen»!)' 



e poiché 1 — co3e = 2sen*-2-, viene 



P + R, 



<fe 



J (p + Rco8e)(-2g 2-) 



= (p.±R(p + R)yi 



d^O 



= 9o± 



P + R 
R 



'/(l 



(p + R cos 6)* 

de 



f+cose)" 
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; si ha : 
rf8 



+ C08 6)' 



. .. A f 

* dxj i 



[■■ 



a + cos e ' 

rfe 



(a + 1) cos* -g + (* ~ 1) 8«"*2 

.e 



cos-y 



+ 1 f , I « — 1 ^ g 



"P 

di si può porre . » = m', e si ha : 



Mi^^^i)- 



(V^SO] 
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per6==y si ha igy = n<ì,y=^ 

pere=ii , »tg=oo, y=-j 

per e = -g- , » tgy=— w>— 1, y= -^ 
pere = 2TC, , tgy = 0, y = TZ 
per 6 = Atc » » 
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n 



2. Consideriamo due punti d'incontro della trajettoria col circolo 
equatoriale esterno 

Gi = 2|i7:, e2 = 2(|jL + l)7r; 
ed in conseguenza 

yi = (jLTi; , ys = (u + 1) ti; 

e corrispondentemente 



quindi 



^, = ^.T(P+ml[:^=(^ + i)^)-^ 



qp2 — cpi = (p + R) 5 • 2iiR 



dpyp" + R"' 



L'intervallo fra due punti consecutivi di incontro della trajettoria 
col circolo equatoriale esterno è quindi costante, ed è eguale a 



='"<'■+«' {««^v?=s}' 



donde si vede che gli intervalli sono tanto più piccoli quanto più 
piccolo è ^, e quindi i punti d'incontro con la circonferenza sono 



= è una frazione, la trajet- 



altrettanto numerosi: e se ERt--7== 

toria rientra in se stessa. 

3. Se consideriamo i due punti del cerchio equatoriale interno 

6i = l2fi + l)ii e quindi y^=i^i.-\--^]^z, 
e. = (2ix + 3)7i: « y«F=(|x + f)7u, 



si ha 



92 — cpi = (2) + R)5.27rR 



àpy'p,^R,' 



Ì$li>' 
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Quindi gli intervalli dei punti in cui la trajettoria sega il cerchio 
equatoriale interno sono eguali a quelli in cui sega l'esterno; al li- 
mite, per 5 = 0, si ha il meridiano. 

4. Se la posizione iniziale del mobile è in un punto del circolo 
equatoriale interno, e se la velocità iniziale è diretta tangenzial- 
mente al cerchio, esso descrive il circolo equatoriale interno con 
moto uniforme ; e si ha 

u(p — R) = e {c = cost.) 

Ora «* = 2A, quindi 

(p-R)« = ^*' 

5. Se la velocità iniziale fa un angolo a con la tangente al cir- 
colo equatoriale, si ha 

u {p — R) cos a = e, 
d'onde 

{p — R)' cos"a = 2h ' 
In tal caso, se M è un punto della trajettoria, si ha 



r + K = 2 
r — K = 2 



quindi 



(p — R) cos* "ó" + R sen* ^ 
{p — R) sen^-g- + R sen*-^- 



«p = cpo ± "2 — cos a X 



X 



r rfe 



Poiché p > R, la quantità sotto radicale è sempre positiva; 
quindi 6 può assumere tutti i valori tra e 2t:, II moto non è sta- 
bile, e la trajettoria incontrerà la primitiva dopo che 6 avrà com- 
piuta la intera circonferenza. 

6. Se il punto M è situato inizialmente su un parallelo qualsiasi, 
e la sua velocità iniziale fa un angolo a con la tangente al paral- 
lelo, si ha 

K = (p + R cos 6t) cos a 
K — r = (p + R cos Oo) cos a — (p + R cos 6) 

= (p + R cosGo) (l — 2sen»-|-) — p — R Jl — 2 sen'y) 
= Rcos9o(l — 2sen'|-) — 2psen' y — r(i — 2sen*-|-) 
= — 2sen'-|.{p + Rcoseo} + R{coseo — l} + 2Rsen*-|-, 




ifM /^§ ^^ 
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a 



K + r = {p + Rco8 6o) — 2seii*-|(p + Rco8eo)+p + R — 2R8en»y- 
Aggiungendo e sottraendo RcosQ» e semplificando, si ha 
K + r = 2co8''-|-(p + Rcose.) + R(l — cose») — 2Rsen»Y- 
Si ha nlterioi-mente : 
r — K =— 2 R sen" -|- — R (cos flo — 1) + 2 sen^y (p + R cos e,). 

= 2 sen» -|- (p + R cos e») + R (1 — cos e») — 2R sen» -|- 

sen" -^ — ^^^^'éj + 2 sen^ -g- (p + R cos 60). 
Ora 

sen' y — seir-o" = I sen -3- + sen y) ( 8©n "2 — sen -^j 

^ 6 + 60 6 — 60 o 64~flo — ft) 
= 2 sen — 1 — cos — 1 — . 2 cos — -, — sen — z — 



= sen- 



i + Oo e— 80 



■sen 



quindi 



' + 



e— 60 



r — • K = — 2R sen — — ^^^ — 9 1" ^ sen* -g- (p + R cos 6©). 

Ed osservando che l'espressioni che danno r + K e r — K non 
differiscono tra loro che per lo scambio del seno col coseno dell'an- 
golo a, si ha 

r + K = — 2R sen — ^-^ sen — ^-^ + 2 cos' -ò" (P + R cos e«). 

L'equazione 



posto 






K»' 



A = 2sen* "o" (p + R cosOo) — 2R sen T ^ . sen q ^ , 

> + ( 



B = 2co8" y (p + R cos8o) — 2R sen — i — . sen —^ 
assume in tal caso la forma 



cp = ?o± 



R (p + R cos 60) cos g 



/i 



(p+Rco8e)Vr:B' 
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ovvero, posto 

A = OR ==" ^^^ Ir" + c^^^o ) "" *®" — 2 — ' ®®" — 2 — ' 
B = OD = cos" I -^ + C08 6o I — Ben — \ — 



.sen- 



si ha 



9 = cpo ± 



p + R cos 6o 



cosx 



J(P + R 



Afe 



cos6)Va\F* 

7. Se a ^ 0, cioè se il mobile esce tangenzialmente al parallelo, 
si ha: 

p-fRcosOp 
V — 9o X j A 

de 



/ (p+Rcose) y seti — o — sen — ^ — J I g- +cos 6© I — sen— g— - sen— o- 



Distingueremo due casi: 



Se 00 < "o" > cioè il parallelo appartiene alla regione dei punti el- 
littici, allora cos6o>0; e quindi, perchè il radicale sia reale, es- 
sendo: 

Pi a e+eo e-6V ^ 

■^ + cos e© — sen — 5 — . sen — 5 — > ^ , 
dev'essere 

') + % e — e© 



sen 



sen- 



<o, 



ossia, per G > 0, si deve avere 



• gè©. 



ed il parallelo passa al disopra del circolo equatoriale ; e per 6 < 0, 
cioè quando il parallelo passa al disotto del circolo equatoriale, po- 
sto 6 = ^61, dove 61 >0, la precedente condizione si riduce a 



e© — 61 e© + Bi ^ 

sen — o — sen — ^ — > , 



che è verificata per 



Il mobile oscilla quindi fra i due paralleli + 6© e — 6©, e descrive 
per ciò una delle traiettorie innanzi studiate. 

Se poi è e©>-2- , allora il parallelo è nella regione dei punti iper- 
bolici; e ponendo 

G — ti: in luogo di G 
* Gì — 7C » di G, 




m 



■- n\mim 



8i ha 



e 
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e+Bo e + Bo 

sen — o — = — 8©n — p — 

9 — 60 61 — 8 6 — 61 

sen — 2 — = sen — 5 — = — sen — 5 — » 

il radicale diviene 

^ ' -- ' e + Bi 9-ei \ 

i-g— sen-^— |, 
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6 — 60 61 — v7 9 

sen — 2 — = sen — 5 — = — sen — 

e la quantità sotto il radicale diviene 

e-Bi e+Bi /p .. e+( 

sen — o — sen — 5 — \"r "^ ^^^ ^1 + ^^^ — o" 
e poiché 



3ei>o, 



sen-2 

e poiché 

P 

-^ — cos 

perchè il radicale sia reale si deve avere 

sen — 2 — sen — 5 — > , 
e quindi 

ie|>|ex|, 

cioè le traiettorie non penetrano nella regione dei punti iperbolici 
compresi fra i due paralleli +61 © — Bi. 



NOTA, 



Oonaìdei-lnLno l'É^tiàzioita 



|i = h^sn^ (a, h) , 



e vediamo quali valori aasnmerà a par i vari valori di ^. 
h Sia 

Pomama 



/ \> di 
Vi - A' Be^t * 



Allora 
e la [l) diviena 



(I) 



»n (a, h) ^ aen tp 
ji = ftVaan'^?. (2) 

Eesendo ji<0, poniamo ^^--V^ ove € è reale. Dalla (2) si ha 

€* = Aeea4*; (3) 

e ponendo <}^ — i6^ ove 8 è reale, ai ha 

Bea t = sen jfl — ishd^ 

equazioDe posflìblle} qualunque sia g, perchè a^S vana tra + oo e — no , lo zera 
compreao. 



per cui la (3) ci dà 
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Con qaesta Aostituzione l'integrale diventa, quando ai ponga < = t t (eaaendo 
per t = iB, x = e): 

^"~ J Vi — h^ sen» X 



e di 



= r 

J Vi -h hUhH 

7 Vi + A*^ 





quindi il valore di a è imaginario puro. 
2. Sia 

|i>0. 

Distingueremo: 0<Il*<Cl» JJ^^l. 

a) Se 0'<(&<Cl> l'equazione (1) è possibile per un valore reale di a, poiché 
anche il secondo membro è <Cl. 

p) Se poi è }i >- 1 allora a non può essere più reale. Allora, posto 



VF-A«sen«r 



(4) 



si ha ^ 

8n (a, h) = sen 4^. 

Poniamo 4> = ^ ic — ì^, allora sen ^ ^ ehi = $n {a, h) e la (4) diviene 



J Vi — fc«8en»< 

E posto ^ = ^n — fx si ha: 

Vi - fc«cA*i ' 





Ora nel limite inferiore (x = 0) è c?ix = 1 ; e siccome è fc* •< 1 così 1 — A* >► 0. 
Invece nel limite superiore (x = g) è ^'c^'g >> 1 , poiché ch^ ^ 1 , e quindi 
l-*«(jfc»g<0. 

Per cui se Xu è una radice dell'equazione 

1 
c;ìx = ^, 

scindendo l'integrale precedente in due parti, si ha: 

/ to dx . /•! dx 

Vi - h'ehH J ^JY^^ 



Ma 



quindi 



TO 

donde si vede che, in tal caso, a è complessa. 






Sassari, aprile 1906. 



/ g <fx ^1 n dz 
Vi — A«c*«x "" » 7 V/i*c;i»x — 1 

TO TO 

/ TO <fx n dz 

yn^sw^ J v?i»cfc«x - 1 

G. Repetto- 
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PROIETTIVITÀ NELLO SPAZIO DI PUNTI 
GENERATE DA PROIETTIVITÀ NELLO SPAZIO DI RETTE 



Assamendo come coordinate di una retta jp, considerata come 
unente due punti y, y" o come intersezione di due piani 5', 5", le 
sei note quantità 

Pi=Pi2 = 9 (y\ y\ — y% y\) = ^ (Ss S"4 — Si S' a) 
i>2 = i>28 = p (y'2 y's — y's y\) = ^ (5'i 5' 4 — 5 4 S"i) 

Ì>4 =i>84 = P (y 8 y"4 — y 4 y'a) = ^ (S'i ^"2 — 5'2 ?"l) 

P5 =i>i4 = P {y\ y\ - y\ y\) = ^ (S'è ^ « - Sa ^"2) 

i>6 = P24 = P (y'2 /4 - y\ y\) = cr (Sa Ti - ri r a), 

dove p e a sono due fattori di proporzionalità, si ha identicamente 

2i>iÌ>i+8 = 0. Le trasformazioni proiettive dello spazio rigato si 

1=1 

ottengono da trasformazioni proiettive dello spazio di punti di 

piani, e precisamente la collineazione 

yr = Ka,^y\ (1) 

1 

dà luogo alla proiettività nello spazio di rette: 

l2Ì>12-t- A„JP28+ A31 Pai-}- A542> 84+ -^UÌ> 14+ ^%^P%4, 

Avi t I A >3 / I A 23 / . A 23 ./ i A 23 f , * 23 # 

^«. 12 1^12+^23^)28+ A81P81 + A34J)84+ Aul?14+Aj4 p £4 

A31 / I A 31 / , A SI / t A 31 / I A 31 ' I A '^ ' 

I2JP12 + A23P28 + A31P8I + A34JP84 + A14P14 + As4 P24 

A 84^ ,a34^ IA34^ .aS^' iA^^' iA^^' 

^^ 12 P12 + Aj3jp23+ A31P8I + A34P84+ A14P14+ A24 P24 

A14 ^ , A 14 / , A 14 ^ I A 1^ / I A 1^ ' I A 1^ ' 

I2l>12+ A,8P28+ A31P31+ A,4P84+ A14P14+ A24P24 

A24 / , A 24 / , A 24 / I A 24 / , a 24 / , a 24 / 

^„ i2Ì>i2+ Aj,p83+ A31P81+ A34P84+ A14P14+ Ajj4 pa4, 

dove si indica con A^ il subdeterminante di 2® ordine formato 
colla *"• e colla A;"** orizzontale e colle verticali p"** e ^ del de- 
terminante A modulo della (1); sicché Aj^= — Apq = — A^ = A^. 

4 

Analogamente la collineazione ^^ = ^k i^rk 5'k dà luogo nello spazio 

1 
di rette alla proiettività 

34 i> 12 + -Du JP28 + -024 JPai + -Di, Ì>84 + -Djs Ì> 14 + -D31 i> 24 > 

dove Afc, mn sono tra le coppie 12, 23, 31, 34, 14, 24 due che non 
hanno nessun indice comune. Se la y, = S a^ y\ e la ^, = 2 6^ 5'k 
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coincidono, cioè se le b^^ sono proporzionali ai subdeterminanti A^ 
complementari della au, in A, coincidono pure le due proiettività 
originate nello spazio di rette per la nota proprietà: 

Art A.J — A,j A. , = A {a^ o^ — a^^ O = A A!1\ , 

se A,i A.J — A,j A.i è il complemento algebrico del determinante 
omologo di A^ nel reciproco di A. 

4 

Cosi la correlazione y, = £,, d^ ^\ genera nello spazio di rette 

1 
la proiettività 

P^ = 'DuP\, + 'DT.p'2, + ^uP'zi + ^nP'u + D^jp u + 'D'^Pu 

4 

e la correlazione ^, ss 2]„ c^ y\ genera le proiettività 

1 

jPhk = Crj"p'i2 + ^u^Pn + ^Ti^'Psi -f- ^T^P'bi + G^^p'u + (^%i^P'u 
per le quali due ultime vale la stessa osservazione che per le precedenti. 
Tra i coefficienti delle trasformazioni proiettive nello spazio di 
rette cosi generate, per es. tra le A^, , poiché sono i subdeterminanti 
di 2^ ordine di un determinante del 4^, passano 15 relazioni, delle 
quali tre del tipo: 

A = Al, Aj4 + A„ Ai4 + Aji A,4 -|- Aj4 A„ + A,^ A,i -f- A,^ A^ 
e dodici del tipo: 

A*^ A**4- A*** A°** 4- A^^A"** -i- A'** A"* a- A*** A'* 4- A*^ A°** 

dove àbj ed sono due tra i gruppi 12, 23, 31, 34, 14, 24 che hanno 
un indice comune. Viceversa : data una proiettività nello spazio di 
rette, tra i coefficienti della sua espressione analitica debbono passare 
le 15 relazioni soprascritte. In&tti i coefficienti della p'i^ non sono 
che le coordinate della retta corrispondente allo spigolo del tetraedro 
fondamentale che unisce i due vertici Pj e P, (cioè i due vertici che 
hanno rispettivamente non nulla la i"* e la J"** coordinata) ; ora le 
coordinate della retta su cui stanno gli spigoli del tetraedro fonda- 

8 

mentale debbono soddisfare a 12 relazioni ^i(p\pi+9 + PiPi+t) = 

1 
che dicono che esse si tagliano a 2 a 2, a meno di tre coppie 

sghembe che danno le altre tre relazioni. Cioè l'espressione anali- 
tica di una proiettività nello spazio di rette ha per coefficienti 
delle quantità, che possono considerarsi come subdeterminàati dì 
2* ordine di un determinante del 4°, i cui elementi sono appunto i 
coefficienti della proiettività che trasforma Tuno nell'attro i due 
spazi di punti che danno luogo ai due spazi proiettivi di rette. 

Data una proiettività nello spazio di punti è facile trovare a 
quale proiettività nello ipazio di rette dia luogo; per passare da una 
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proiettività nello spazio di rette a quello che la genera nello spazio 
di punti, si possono usare le seguenti relazioni. (^) 
Si ha identicunente : 

«88 «84 «81 
«48 «44 «41 ^ 
«18 «14 «11 

— a42 au «41 
— a,a auOii 



X 



Aflg an A42 

Aflg an Ags 

«11 

A28 Aas «41 

un 



A" A^* A** A^* A" 

^4. ■'^11 ^^u -^u ^^-u 
A" A" A" A" A" 

■^14 "^81 "^84 «^12 -^4 

10 
A" A" A" A'* A" 

•^14 -^81 -^84 -^la -^^4 

1 
Ora il primo fattore vale 

A'* A" A" 

•^14 -^81 -^12 

A" A" A" 

Aj4 ^31 JXii 

A'* A" A" 

•^14 -"-81 -"-21 

il 2® fattore vale A22 A[4 , il determinante prodotto vale aJj.Aaa.A.AjI 
quindi si ha: 

A'* A" A" 

-^14 -^81 -^12 

a*.A= A" A" A" 

A'* A*^ A" 

•^U -^^81 ■'^12 

analogamente per gli altri elementi di A. 
Quindi data la proiettività di modulo M 



se nello spazio di punti le corrisponde una coUineazione x^^^^^a^ x\ 
si ha a meno del fattore M* = A 



«?i=l 



mai^aamas 



1*- 



A.- 



«ii= 



mn»»i8^i6 

^61 ^68^65 



422— 



2*— - 



«t=- 



»4V- 



«:i=- 



mgi 97128 77196 

WgimaamaB 

W41 17148 71145 
77151 77158^65 
^^61^88^85 



^11^18 ^14 
77181 ^^82 ^86 
77151 ^62 ^66 
77lii 77112 77*18 
77121^22^26 

77iei 77ig2 rn^ 

77I21 77122 77»a6 
»W81^82 7W8e 
77141/7142 77145 



«23= 



Az- 



77I12 77*18 77li4 

77182 77*88 ^84 
77*52 77158 77154 

77*12 77*48 77*14 
77*22 77*28 77*24 
77*62 77*58 77*54 

77*22 77*28 77*24 
77*82 77*83 77*84 
77*42 7^48 7^44 



«?4=- 



77*14 77*15 77*15 
77*84 77*86 77*85 
77*5477*5577*55 



«,^= 



77*1477*1577*15 
77*2477*2577*25 
77*5477*5577*55 



«L= 



77*24 77*26 77*25 

^84 77*86 77*85 
77*4477*4577*45 



%l^ 



77*4177*42 77*45 
77*5177*52 77*55 
77*5177*52 77*55 



«Js= 



77*42 77^48 ^44 
77*52 77*58 77*54 
77*52 77*58 77*54 



««= 



77*4477*4577*45 

^64 7W65 77l6« 
^64*^66 7^55 



(i) Cfr. Compound dtUrmlnant» hy W. H. Mbtzlxr in AmtHean Journal, 1894. 
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Se invece nello spazio di punti corrisponde una correlazione 
(T, = 2&ricS'k7 i suoi coefficienti a meno dell'analogo fattore sono: 



€Pn= 






dl^-^ 



m58m54W85 



d?3=- 



d?x=- 



dì,=- 



mia ^^,4 f»i8 
^62 »We4 me« 

^22^24^^86 
^42^44 ^46 



d!i=- 



^42 ^44 7}?4Q 
mB2W54W5e 



d;^ 



dÌ2= 



W28W24m25 
^03^144^165 

»W38W84Wl25 
^88^84^85 
W48W44W45 

77143^44^46 
'^«8^64^66 



d?s= 



dJr 



d.V 



^11^15 mie 

^l^W85^W8e 
^61^66^66 

m,im,Bmi6 
m2im28ma6 

maim^mae 
^1*^35 mje 
m4im45m4« 

^4lWÌ45m46 
^61^65^66 



dj4=- 



miimiamig 
msimgamsB 
w*6iWMmM 



dj,= 



dl:= 



mgi mjj mas 

^61^«2W«S 

maimjamas 
maimaam38 
m4i m42 m43 



dL= 



m4i m42 m43 

^61»W52m58 

mei mga m^s 



Aosta, aprile 1906. 



Dott. Agostino Borio. 



SOPRA UN'EQUAZIONE FUNZIONALE 

da cui discendono due notevoli formole di Matematica attuariale 



Nella Teoria delle assicurazioni sulla vita (detta al trì menti Mate" 
matica attuariale^ più semplicemente Atiuaria\ si presentano spesso 
delle questioni che sono di grande interesse anche per i matematici 
puri ; ed in prova di ciò, mostreremo come due importanti formule di 
tale Teoria siano conseguenza della risoluzione di una certa equazione 
funzionale^ quando ad un fattore costante arbitrario che in questa 
figura si attribuiscano rispettivamente i particolari valori 1 e 2. 






I. Perciò proponiamoci dapprima di determinare tutte le possi- 
bili funzioni cp(:r), continue e derivabili, tali che sq y q z sono due 



"^^M iii *j 
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altre variabili indipendenti qualsi vogliano, si abbia, per ogni terna 
di valori di x,y,z: 

V{3: + y) + ^^{x + z) = c.^^{x + u), (1) 

essendo fi funzione contìnua e derivabile delle sole y e z, mentre e 
indica una costante diversa da zero, prestabilita arbitrariamente. 

Dalla (1), derivando parzialmente rispetto ad y e rispetto a z^ ri- 
caviamo le altre 



9 {x + y) = ci (a; + u) . — , cp'(a;+2:) = c(p'(a? + w) • ^ 



(2) 



E derivando queste rispetto ad x^ otteniamo 



i'[x-\-y) = ci'{x^u) 



àu 



ày' 



i'{x + z) = cf{x + u).f^. 



Epperò 
Il rapporto 



£{x±y)^£(x±z) 
Ì(oo + y) ^^'(x + z)' 

i'{x) 
9 (a?) 



non muta dunque di valore col mutare arbitrariamente quello della 
variabile x; cioè deve risultare 

^logcp'(a?) = a, 

con a quantità costante ; ed il logaritmo essendo neperiano. 

Mediante due successive integrazioni, si conclude pertanto che le 
richieste funzioni ^{x) dovranno essere della forma 



cp(x)=A:e«^ + 6, 



(3) 



con k e b nuove costanti. 

Si osservi subito che nell'ipotesi che fosse /i = 0, la costante b, 
a cui si ridurrebbe allora la funzione cp (x), dovrebbe — per la pos- 
sibilità della (1) — essere necessariamente uguale a zero, quando il 
valore di e che figura nella (1) fosse differente da 2; e risulterebbe 
invece una costante arbitraria, quando fosse e = 2. 

Ma ora proveremo che, anche nell'ipotesi che la funzione cp (x) non 
sia costante — e quindi k differente da zero — , dovrà essere 6 = 0, 
se è e 4^ 2; mentre per c = 2 il valore di 6 resterà del tutto arbi- 
trario. 

InfatLì, somniniido membro a niombi'o fé (2), ottonianro 

T'{x + s) + ¥'(* + 2) = c?' (* + «). (5^ + ,^). 



p<w wf ■ P M III * i^ #i ■Ji.Amr j-«A 
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Ma derivando ambo i membri della (1) rispetto ad x, abbiamo 

9' (^ + y) + 9' {x+z) = c<p' {x + II). 

La funzione u deve perciò soddisfare all'equazione a derivate par- 
ziali 



— j- ~ — 1 

cioè ha necessariamente la forma 

^ = y + v, 

con V funzione della sola differenza z — y. 

Di più, facendo a?=sO nella (1), dobbiamo avere l'identità 

9(y) + TW = ^H- 
Ma dalla (3) si ricava 

9(y) + q)W = *(^^ + ^) + 26 
e^ [n] = cke^ + be. 



(4) 



(5) 



Epperò 



Da quest'uguaglianza, con derivazioni parziali rispetto ad y e a ^, 
si deduce 

òy* òz 

E quindi, a causa della (4) : 

e^y + €^ = cé^. 

Dunque, perchè abbiano luogo simultaneamente le (3), (4) e (5), 

deve essere 

ò(c — 2) = 0. 

Ne segue che se è e 4^ 2, dovremo prendere ò = 0; mentre per c= 2, 
il valore di b resterà del tutto arbitrario. 

Si conclude pertanto : Tutte le possibili funzioni cp (x) che soddisfano 
la (1) sono quelle della forma 

9 {x) =« i«", (6) 

ovvero dell'altra 

^{x) = ke^ + b, (7) 

secondo che il fattore e della (1) è diverso da 2, ovvero è uguale a 2; ed 
essendo a, b, k delle costanti completafnente arbitrarie. (*) 



(i) Appare dunque che le funzioni più generali possibili ehe soddisfano la (1) sono quelle efae 
risultano supponendo e = 2; perchè allora nella loro espressione comune figurano ire eostanti ar- 
bitrarie, e non due sole, come avviene per tutti gli altri valori di e. 
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La funzione u delle due variabili y e dovrà poi, in ogni caso, 
avere reapressioiie 

« = -log = y + -lag . 

Se quindi supponiamo c=l, abbiamo: 

Tutte le possibili funzioni 9(0?) che soddisfano alla condizione 



? (a? + y ) + T (a; + ^) = ? (a: + tt) 



sono quelle date dalla (6), 
E aarà allora 



« = ^ + -logU+e^^"^*}. 



(8) 



(9) 



Mentre: Tutte le possibili funzioni (p{x) che soddisfano alla condi- 

gione 

rf{£ + y) + 9[x-\-z) = 2^{x + u) (10) 

sotto quelle date dalla (7). 

Ed allora sarà 

1 l + e"-^' 
« = tf + -^log 2 • 



(11) 



2. Yogìiansi ora determinare tutta le possibili funzioni flx), tali 
cho per esse abbiasi 

f{z + y).f(x + z) = p,f{x-\-u), (12) 

con u^ al solito, funzione diy e z^ ed anche p indipendente da x; quindi 

^_fJyLfM 



Posto 



fM 



^log/"(ar)===TfxX 



li leviamo che le nuove funzioni sì deducono, mediante quest'ultima 

eguaglianza, da tutte quelle per cui ha luogo la (8); cioè sono tutte 
e sole quelle la cui derivata logaritmica 9 [x] ha Tespressione (6). Ne 
^gue che esse sono date dalla formula 

M^)--Ae-^'", (13) 

con A, a, m costanti arbitrarie. 

La corrispondente funzione u avrà ancora l'espressione (9); ep- 
però si deduce facilmente che il fattore p della (12) coincide colla 
costante A che tìgura nella (13), 

Vogliansi invece tutte le possibili funzioni f{z) per le quali si 
abbia 

f (« + y). / (a: + ?) = p[/K* +«)]', (14) 
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con p sempre indipendente da x^ e quindi 

^ f(y).f{z) 

Posto anche in questo caso 

^ìogf{x) = ^(xl 

riconosciamo subito che tali funzioni si deducono, mediante questa 
uguaglianza, da tutte quelle per cui ha luogo la (10); cioè coincidono 
colle funzioni la cui derivata logaritmica cp(ar) l'espressione (7). Ep- 
però esse vengono date dalla formula 

f{x) = Ae^^^^''^ (15) 

dove A, a, m, b, indicano quattro costanti del tutto arbitrarie. 

La corrispondente funzione u avrà poi l'espressione (11); e quindi 
per il fattore p della (14) si trova, dopo facili calcoli, il valore 

3. Supponiamo ora che la variabile x rappresenti un numero qua- 
lunque di anni, e si indichi con f{x) quella funzione che dà, per ogni 
valore di x, il numero delle persone di un certo gruppo che sono an- 
cora in vita all'età x. Vogliamo vedere a quale speciale tipo di fun- 
zioni dovrebbe appartenere f(x) affinchè, per ogni coppia di persone 
scelte arbitrariamente, esista una sola persona che presenti in qua- 
lunque istante la stessa probabilità di vita di quella coppia: cioè che, 
rispetto alla mortalità, essa sia sostituibile alla coppia medesima. 

Perciò si osservi che le probabilità che hanno due persone, Tuna 
d'anni y e l'altra d'anni z, di essere ancora in vita dopo un numero 
qualunque x di anni, sono rispettivamente 

f{x + y) ^ fix + z) 

f(y) /U) • 

Per il principio della probabilità composta, la probabilità che 
dopo X anni quelle due teste siano entrambe in vita, sarà 

f^ + yl f(x + z) 
f(y) ' f(z) ' 

Se dunque esiste una testa sostituibile a quelle due, nel senso già 
detto, vuol dire che esiste una funzione u delle variabili y e z, che 
rappresenta l'età di quella persona ideale, e che per ogni coppia di 
valori ài y e z soddisfa alla condizione 

fir + y) fix + z) f{x + u) 
f(y) • f(z) - /(lO ' 
qualunque sia poi il valore di x. 
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Per la funzione f{x), e la conseguente funzione u delle variabili y 
e 2f, deve dunque aver luogo la (12); opperò f{x) ha necessariamente 
la forma (13). 

Si giunge così alla formala di Gompertz, tanto notevole in At- 
tuarla; la quale adattata ad una tavola di mortalità (col particolariz- 
zare, mediante tre valori fomiti dalla tavola, le tre costanti arbitrarie 
che in detta formola figurano), permette appunto — come è noto agli 
attuari — la sostituzione di una sola testa a due qualunque altre. 

Possiamo inoltre aggiungere che l'età n di quell'unica testa si 
otterrà — a causa della (9) — coll'aggiungere alla minore delle due 
età che si considerano la quantità 

-^log(l + e*'), 

oppure alla maggiore di esse, la quantità 

-^log(l + e-^), 



essendo o la differenza delle due età medesime. E se poi queste 
fossero uguali, la quantità da aggiungersi all'età comune, per otte- 
nere quella dell'unica testa, sarebbe 

i-log2. 

4. Proponiamoci invece di vedere a quale speciale tipo di fun- 
zioni deve appartenere f(x) affinchè, per ogni coppia di persone che 
abbiano differenti età, esista un'altra coppia, formata da teste della 
medesima età, e che abbia la stessa probabilità di vita della prece- 
dente. 

In questo caso, qualunque siano i valori di ^ e 2r, e per qualsivoglia 
valore di a;, dovremo invece avere 



f(x + y) t(x + z) \f{x 
f(y) • fiP^) ~[ f 



+ u) 



fiu) 



]'■ 



dove u rappresenta l'età comune delle due nuove teste. 

Appare quindi che una tale funzione f(xì dovrà soddisfare alla 
condizione (14); opperò f{x) avrà necessariamente la forma (15). 

Si giunge così alla importante formula di Makeham^ (^) la quale 
adattata ad una tavola di mortalità (col particolarizzare le quattro 



(1) Invece il Lattrsitt, nel sao ben noto mannaie : Théoris tt pratiqué de» oMurattem tur ìa vie, 
giunge (pag. 22) a quella formula col proponi il problema della eostitnzione di una sola testa a 
due qualunque altre ; perchè non si accorge che, in tal caso, il valore della eostante b che figura 
iwlla (15) deve essere uguale a zero. 



-^"^^-^^ 
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costanti arbitrarie che in essa figurano, mediante quattro valori for- 
niti dalla tavola), permette appunto — come è noto in Attuaria — 
la sostituzione di una coppia di teste della medesima età ad un'altra 
coppia formata da teste di età differenti. 

Di più, a causa della (11), l'età n comune alle due nuove teste 
si otterrà aggiungendo alla minore delle due età differenti la quan- 
tità 

1 , 1 + ^^ 
-log -2—, 

ovvero alla maggiore di esse, la quantità 



1 



log 



l + e 



-aa 



essendo ancora 8 la differenza tra le due età die si considerano; ed 
intendendo — come abbiamo sempre supposto fin qui — che i loga- 
ritmi siano neperiani. 

MiNEo Chini. 



NHEBI INTERI, CHE SI POSSONO DEGOMFOBBE 

nella somma o nella differenza dei quadrati di due numeri interi 



Oggetto del presente lavoro è, in sostanza, di risolvere per nu- 
meri interi le equazioni indeterminate di secondo grado x* ± y* = A, 
ove A s'intende un numero intero. 

A taluno potrà sembrare per lo meno strano, che ci possa essere 
ancora chi, occupandosi di questioni riguardanti la teoria dei numeri, 
ritorni su argomenti già da lungo tempo studiati e approfonditi anche 
da punti di vista più elevati. Ma, se si pensa che talvolta molti si 
disinteressano di problemi elementari importanti, solo per il fatto 
che le vie, che conducono alla loro risoluzione, sono o lunghe, o dif- 
ficili, richiedono la conoscenza di nozioni non sempre elementari, 
si comprenderà come possa essere utile, che vengano indicati anche 
dei metodi semplici per la risoluzione di quelle questioni. 

Se nell'equazione generale di Peli: x* — Dy^ = A supponiamo 
D=Tl, ritroviamo le equazioni x^±y' = A da noi prese a stu- 
diare. Dai vari autori queste equazioni sono perciò considerate come 
casi particolari dell'equazione di Peli, e, come tali, per risolverle. 
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vengono applicati ad esse i metodi usati per l'equazione generale, 
fondati sulla teoria dei residui quadratici. Solo nel trattato di Bacb- 
mann (') a pag. 222 e segg. ho notato, per risolvere l'equazione 
^' + y'=A, un procedimento, che, nelle linee generali è uguale al 
nostro, sebbene la trattazione che noi daremo sia più sistematica, e 
non richieda, per il suo sviluppo, che la conoscenza di pochi teoremi 
di dominio comune. Per l'equazione a?* — y* = A, un semplice proce- 
dimento per risolverla, quando A è un quadrato perfetto, è indicato 
nel trattato elementare di G. Wertheim : " Anfangsgriìnde der Zahlen- 
lehre „, Braunschweig, 1902; pag. 139. Noi lo riprodurremo, suppo- 
nendo A generico. 

Notiamo ancora come i vari autori, che si occuparono della que- 
stione, (^) si sieno sempre limitati, allo scopo di fare un'applicazione 
diretta della teoria generale dell'equazione di Peli, alla risoluzione 
dell'equazione a?' + y* = A nel solo caso, in cui A è un numero dispari, 
i cui fattori primi sono del tipo ip-^-l. In tali trattati, a quanto mi 
consta, la condizione necessaria e sufficiente per la risolubilità in 
numeri interi della equazione soprascritta, sebbene sia nota, non si 
trova enunciata in forma esplicita. * 

Nei primi cinque capitoli di questo scritto studieremo la prima 
delle due equazioni considerate, nel sesto l'ultima. Per entrambe in- 
dicheremo la condizione necessaria e sufficiente per la loro risolu- 
bilità in numeri interi, il numero delle soluzioni che ammettono, e 
daremo un metodo per determinarle tutte. 

Il presente lavoro, sebbene contenga anche risultati, che non cre- 
diamo noti, non ha quindi la pretesa di voler essere originale nel 
concetto, ma solo nel metodo. Se poi il lettore, giunto alla fine, senza 
incontrare difficoltà, avrà acquistato una nozione esatta dei risultati 
ottenuti, il nostro intento sarà raggiunto. 



CAPITOLO I. 

Condizione necessaria e sufficiente affinchè un numero intero sia decomponibile 
nella somma dei quadrati di due numeri interi, 

§ I. Premettiamo alcune definizioni allo scopo di semplificare, nel 
seguito, la dicitura. 

Colla notazione: _ 

A = {a, a} 

(1) L. DrsioHLXT, Lezioni «uUa teoria dèi numeri. Traduz. di A. Falfofer, Venezia, 1881. § 08. — 
0. WiBTHSix, EltmtnU tUr ZahUnÌh§ori; Leipzig. 1887. 9 112. — P. BACHiiAirir. Die BUm«nf d§r 
Zahl0nth4ori«, Leipzig, 1892. Vierter Abschnitt, n. 19, 20. 21. — P. Gazzaitioa. Gli éltmtnti dtlla 
t§oHa dèi nwm«H. Padova, 1903. § 6. 
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intenderemo di esprimere che il jiumero À è decomponibile nella 
somma di due quadrati di basi a, a, ossia che fra a, a e A. passa la 
relazione: _ 

A = a» + a". (1) 

Intenderemo in seguito che A, a, a sie^no numeri interi. 

Diremo pm semplicemente che {a, a) è una decomposizione di À. 
I numeri a, a saranno chiamati i termini della decomposizione. 

La decomposizione {a, a) del numero A, che differisce dalla pre- 
cedente solo per l'ordine dei teimini, sarà considerata identica alla 
decomposizione {a^a}. _ 

_ Posto che valga la (1), il numero A, oltre nlle decomposizioni {a, a} 
{a, a], ammette quelle che si ottengono cambiando segno all'uno, o 
all'altro, o ad entrambi i termini delle decomposizioni precedenti. In 
tutto avremo, in generale, pel numero A otto decomposizioni (che si 
riducono a quattro, se uno dei termini è uguale a zero, o se i due 
termini sono uguali); ma noi converremo sempre di considerare de- 
composizioni distìnte, i cui termini sono positivi, perchè, note queste, 
Bono note anche le altre. 

Una decomposizione sarà chiamata eccezionale, se uno dei termini è 
zero; nel caso opposto si dirà regolare. È ovvio che i soli quadrati 
perfetti ammettono decomposizioni eccezionali. 

Una decomposizione si dirà poi propria, se i termini sono numeri 
primi fra loro; impropria nel caso opposto. 

§ 2. Teorema. — Se A, B, C , . . . sono numeri decomponibili nella 
somma di due quadrati, anche U prodotto ABC ... è decomponibile nella 
somma di due quadrati. 

Supponiamo, conforme all'ipotesi fatta, che sia: 

A={(i,a}, B = {ò,ò}, G = {c,l] 

Si noti che vale l'identità: 

(m» + n«) (p» + ?") = (mp - nq)' + (mq + np)\ 

Applicandola alle decomposizioni di A e B, risulterà: 
AB = {ab — ab, ab + a è} 

ossia il numero AB è decomponibile nella somma di due quadrati. 

Applicando la stessa identità alle decomposizioni dei numeri AB 
e C, si dimostra il teorema anche pel prodotto ABC, e così si pro- 
cederebbe per un prodotto di quanti si vogliano fattori. 

Corollario. — Le potetize di un numero decomponibile nella somma 
di due quadrati sono esse pure decomponibili nella somma di due gtia- 
drati. 
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Avvertenza. — Si noti che il teorema inverso non è vero. Ad es. 
il numero 3*. 7' = 441 ammette la decomposizione eccezionale {21, 0}, 
ma i fattori 3 e 7 di 441 non ammettono nessuna decomposizione. (^) 

§ 3. A base del teorema fondamentale, che segue, sono le due 
proposizioni seguenti: 

a) Se un numero divide la somma di due quadrati pì'imi fra loro, 
esso pure è decomponibile nella somma di due quadrati. 

b) Un numero primo della forma 4p + 1 ammette una ed una sola 
decomposizionej mentre un numero primo della forma 4p — 1 non am- 
mette nessuna decomposizione, (Fermat-Euler.) 

Questi teoremi saranno in seguito indicati rispettivamente colle 
designazioni: a) e b). 

Una dimostrazione del primo teorema può essere data a mezzo 
della teoria delle frazioni continue e la dimostrazione del secondo 
si può far dipendere dal primo e dal teorema di Wilson: * Il nu- 
mero 1 + \p — 1 è divisibile per p solo se p è un numero primo ,. (^) 
Dimostrazioni più elementari non ne conosciamo, e perciò rimandiamo 
il lettore ai trattati citati. 

Passiamo ora a dimostrare il 

Teorema. — Condizione necessaria e stifficiente affinchè un numero 
intero si possa decomporre biella somma di due quadrati è ch'esso non 
contenga poteìize dispari di fattovi primi di tipo 4p — 1. 

Scomposto un numero A in fattori primi, risulti: 

A = 2'prT^ . . . Pr Qf Qf' . . . Qf ", 

ove con Pi,Pa,...,Pm si sono indicati numeri primi di tipo 4j) + l, 
e con Qi, Qa? . . . , Qu numeri primi di tipo 4p — 1. (') 

Il fattore 2^ ammette sempre una decomposizione: regolare, se X 
è dispari, eccezionale se X è pari. 

Infatti, nel primo caso si può scrivere: 



e nel secondo: 



2 =\2 2 ,22/, 

= {2^, 0/. 



2' 



In virtù del teorema b) e del corollario del § 2, le potenze 
P"', Pj ^ . . . , Pr* ammetteranno anch'esse ciascuna una decomposi- 



zione. 



(1) Sarà oggetto di un'altra Nota Io studio delle decomposizioni razionali di numeri razionali 
(S) Off. G. Werthbim: AnfangagrRndé « »• ZahUnthéort», Braunschweig, 1902, § 61; ovvero P. Gaz- 

ZAKIOA, loe, eit, 

(s) È ovvio che un numero dìspari, primo o no, sì pub sempre mettere sotto runa l'altra 

dell* due forme. 
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Infine ogni fattore Q,^ se Br è un numero pari, ammette la de- 
composizione eccezionale: 

f il \ 
Qf^=lQ,^0/. 

In conclusione, quando gli esponenti ^i,^9t-.*>^n sono tutti nu- 
meri pari, i fattori di A sono decomponibili nella somma di due qua- 
drati, e quindi A stesso, in virtù del teorema del § 2, ammetterà una 
decomposizione. 

Con ciò la condizione enunciata nel teorema appare sufSciente. 

Per dimostrare ch'essa è anche necessaria, basterà provare che. 
se qualcuno degli esponenti ^i,^,...,^u è dispari, A non ammette 
alcuna decomposizione. 

Intanto, se A ammettesse una decomposizione, questa non po- 
trebbe essere che impropria. Infatti supposto che a, a sieno due nu- 
meri primi fra loro, tali che risulti: 



A = a^ + a^ 



(1) 



ogni numero Qr, dividendo A, e quindi la somma a^-^a^^ sarebbe, 
in virtù del teorema a), decomponibile nella somma di due quadrati, 
il che invece è negato dal teorema 6). 

Se vale la (1), avremo dunque necessariamente: 



(i = pa, 



a = pa. 



Supponiamo che p sia il m. e. d. dei numeri a^a q scriviamo la (1) 
sotto la foima: 

A = p«(a'« + a'»J. 

Siccome a e a sono numeri primi fra loro, la somma a'^'\'à^ non 
può essere divisibile per nessuno dei numeri Qr e perciò questi do- 
vranno trovarsi tutti in p*. Ma i fattori primi di questo numero hanno 
tutti l'esponente pari, mentre invece ciò non accade per tutti i fat- 
tori Qr che entrano in A, dunque nemmieno la decomposizione im- 
propria {pa, pa'} è possibile. 

Corollario. — 1 numeri dispari della forma 4p — 1 non sono de- 
componibili nella somma di due quadrati, 

£ chiaro infatti che tali numeri devono contenere un numero di- 
spari di fattori primi (distinti, o no) di tipo 4p — 1, e che perciò non 
tutti gli esponenti dei diversi fattorì di questo tipo potranno es- 
sere pari. 

Osservazione. — Si badi però di non concludere che i numeri di- 
spari della forma 4p -j* 1 sono decomponibili nella somma di due qua- 
drati. Infatti tali numeri contengono bensì un numero pari di fattori 
di tipo 4p — 1, ma non è però detto, che ciascuno dei differenti fot- 
tori di questo tipo sia contenuto in quei numeri un numero pari di 
vgite^ cioè compaiisca con esponente pari. 







ES^KJ>£<^*^M*r i f f 
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CAPITOLO IL 
DeeompoBizione dei prodotti di dne numeri interi • 



§ 4. Teorema. — Se due mimeri A, B sono decomponibili ciascuno 
nella somma di due quadrati, il prodotto AB è, in generale, decomponi- 
bile nella somma di due quadrati in almefio due modi distinti. 

Sia, secondo l'ipotesi: 

A = {rt,a(, B = {6,M, 
Poicbe BÌ ha identicnniente: 

(a'' + a^) lÈ' + 6^) = {ab - Tty + [al + abf 
= (ah + ^)^ + (ab~ab)\ 
il prodotto AB ammetterà le due decomposizioni: 

AB = {aft — ai, aJ + ^b], (I) 

kB=[ab + ^b, a'b—^b}. c- d. d. (Il) 

Osservazione I. — Poiché noi ci occupiamo, com'è già stato av- 
vertito, delle sole decomposizioni a termiiti positivi, i numeri a, a, b, b 
sono positivi, e le differenze ah — ab^ ab — ah s'intenderanno prese 
in valore assoluto. 

Osservazione IL — Potrà darsi che, in qualche caso particolare, 
le due decomposizioni (I), (li) del prodotto AB coincìdano* Vediamo 
quando ciò accada. 

Può darsi che sia: 

\ab-*ab\^ab^ ak 

Allora, se ah^ab e positivo, dev'essere: 

at = 0. 

In tal caso dev'essere zero uno almeno dei numeri a, h. 
Se ab — ab è negativo, dev'essere: 

e quindi dev'essere zero uno almeno dei numeri a, b. 

L'uguaglianza dei aecondì termini delle decom posizioni (I), (II) è 
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una conseguenza necessaria delTuguaglianza dei primi. Le (I), (II) 
coincidono anche se: 

ab -\- ab ^= ab + «6, 
ossia, se: __ _ 

(a — a)(ò — è) = 0. 



Perciò dev'essere, oja = a, o fc = ó (o, in particolare, contempo- 
raneamente a = aj 6 = ò ). 

Anche in questo secondo caso la condizione di coincidenza: 

\ab — ab\ = \ab — ab\ 

è una conseguenza necessaria della precedente. 

Concludiamo dunque che le due decomposizmii (I), (IIJ[ dd prodotto 
AB coincidono, se luna o V altra delle decomposizioni {a, a}, {b, b) dei 
fattori è eccezionale, ovvero se Vxina o Valtra di queste decomposizioni 
ha i termini uguali. 

Allo scopo di semplificare 2» dicitura, di_remo in_8eguito, che le de- 
composizioni {ab — ab, ab + ab} e {ab -{-ab, ab — ab} del prodotto AB 
si ottengano operando mediante le formale (I), (II) sulle decomposi- 
zioni {a, a}, {b,b} dei fattori A, B. 

§ 5. Teorema — Se X e B sono due numeri interi decomponibili 
nella somma di due quadrati, e A è un numero primo, ogni decomposi- 
zione del prodotto AB può sempre ottenersi operando su due opportune 
decomposizioni dei fattori mediante Vuna o V-altra delle formale (I), (II). 

Sia {a, a} una decomposizione di A, e {X, Y} una generica decom- 
posizione di AB. (*) 

Determiniamo ora due numeri x, y soddisfacenti alle equazioni : 



j X= ax — ay, 
[Y = ax + ay; 

e due numeri x",y" soddisfacenti alle equazioni: 

j X= ax-\-ay, 
lX = — arc + ay; 



(1) 



(2) 




e consideriamo poi di tali numeri il solo valore assoluto. 

La risoluzione dei due sistemi (1) e (2) è sempre possibile, perchè 
il determinante dei coefficienti delle incognite è uguale ad A, e 
quindi è diverso da zero. 

È faci Ita poi ve ri 11 air e che entrambe le aohizioni delle (1) e delle (2) 
sono fceiminì di una decoinposizioiitì del immero B. Infatti quadrando 



(i) Eicordifttno cUe &ì tratta Héinpie Jj Lliici.rrtfiuiiixìoiiì, 1 cui termini sodo fnterl e fHsiìtli'i. 



PERIODICO DI MATEMATICA. 



277 



e sommando membro a membro le (1), o le (2), si ha X* + Y^ = 
= (a" + a")(a?' + y'), cioè AB = A(a;* + y^), e quindi B = x'' + y\ 

I termini di queste decomposizioni potranno non essere entrambi 
positivi, ma poiché abbiamo già avvertito che delle soluzioni dei due 
sistemi consideriamo il solo valore assoluto, così tali soluzioni costitui- 
ranno due decomposizioni di B a termini positivi. Se riusciremo a 
provare che è possibile soddisfare all'uno o all'altro dei due sistemi 
(1), (2) mediante valori interi di a; e ^, il teorema sarà dimostrato. 

Dalle (1) si ricava: 



(«X + aY), 



e dalle (2): 



a"+ or 
I 01" + a' 

^y" — rz=?(«x + aY). 



(!') 



(2)' 



Moltiplicando fra loro il numeratore di x' pel numeratore di y" 
abbiamo : 

( aX + a Y ) ( aX + aY) = aà (X* + Y^) + (a" + a') XY, 

ossia, ricordando che X* + Y' = AB e a^ + «* = A.: 

(aX + a Y) (aX + aY) = (aaB + XY) {a' + a»). 



Il prodotto dei due numeratori è dunque divisibile per a* + «*» 
che è, per ipotesi, un numero primo, quinci l'uno o l'altro dei nume- 
ratori considerati sarà divisibile per a* + ^*- Ciò prova che o x\ o y" 
è un numero intero. 

Poiché, come s'è visto piti sopra, entrambe le coppie di numeri x^y' 
e a;", y" soddisfano all'equazione ic" + y^ = B, in cui B è intero, se a;' 
è intero doVrà pure essere intero y/, e se, invece, è intero y", lo stesso 
avverrà di x\ 

Osservazione. — Il teorema dimostrato fa dipendere ogni decom- 
posizione intera di un numero non primo dalle decomposizioni intere 
dei suoi fattori primi. À priori non è escluso che decomposizioni 
fratte dei fattori di un prodotto possano dar luogo a decomposizioni 
intere del prodotto, ma il teorema ci assicura che queste decompo- 
sizioni si possono sempre ottenere partendo da decomposizioni intere 
dei fattori. <» 
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CAPITOLO IH. 
Decomposizioni delle potenze di nn numero primo. 



§ 6. Teorema. — Se il numero A ammette Ja decomposizione {ai, ai|, 
il numero A*^ ammette la decomposizione {a,, a,}, ove i due numeri a,, ar 
sono dati dalle formole ricorrenti: 



{- 



Or = aiÙT-i + ai ar-i . 



(IH) 



li teorema è vero per r = 2, perchè, posto: 



si Iia: 



at = ai* — a] , 



ai: 



^aiOi , 



«i" + «2 = («i" -'^y + (2aiai)« = (ai» + ^)» = A». 
Supposto ora che sia: 

si trova: 

ar» + ar = (aiar-i — ai Or-i)" + (aiar-i + aiar-i)» 

= («i" + «!) (a'r-i +à:_,) = A . A'-^ = A^ 

II teorema è dunque vero qualunquejsia r. 

In seguito, per decomposizione {Or, ar} della potenza A', la cui 
base ammette la decomposizione {ai, ai}, intenderemo sempre quella 
decomposizione, che è fornita dalle formole (III). _ 

§ 7. Teorema. — Se un numero A ammette la decomposizione {ai, ai}, 
e si conviene di porre a© = 1, a© = 0, la potenza r™* di A ammette le 
decomposizioni : _ 

{A'^ar-sm, A"^ar-»xn}; 



ove m può assumere i valori: 



ed i valori: 



0, 1, 2 , ... , 2 1 
f— 1 



se V è pari, 
se V è dispari. 



0,1,2,..., 2 
Si ha infatti, in virtù del teorema precedente 



( A-ar-io,)» + (A-ar-2.)* = A»- (a\-,m + aV_.u,) = A»- . A'"»- = A^ 
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Osservazione L — Si noti che, se r è pari, le decomposizioni 
di A% indicate nel teorema, sono in numero di ■0- + I, e precisa- 
mente sono: 

(«r, Ut} , \Aar-8, Aàr-sf , . . . , \A"^ a», A~ òa/ , \A^, 0) ; 
se r è dispari, sono in numero di ^ > e precisamente sono: 

\ar, Orf , \^Aar-a, Aar-2/ , . . . , \A~^ «8, A"^ as/ , \A~2" ai , A"^" ai/ . 

Non possiamo però concludere che il numero A*^ ammette nel 

f ... *' "h 1 

primo caso, in tutto, "0" + 1 decomposizioni, e nel secondo — 5 — » P®^'" 

che bisognerebbe dimostrare che le decomposizioni indicate sono tutte 
le possibili decomposizioni di A*", e che sono tutte distinte; e questo 
non avrà luogo, in generale, se A è generico. Vedremo invece in se- 
guito che questo succede, se A è un numero primo di tipo Ap-^-h 

Osservazione II. — Noi siamo partiti dalla decomposizione {ai, ai} 
di A e abbiamo indicate certe decomposizioni di A'. Vediamo ora come 
queste decompozioni possano ottenersi operando mediante le formolo 
(I) e (II). 

Partendo da _ 

A = {ai, ai), 

e applicando la (I) si ha: 

A' = {ai* — a*, 2aiai} = {a8, aa}. 
Applicando invece la (II) si ottiene: 

A'=[a,'+li\, 0} = {A,0). 

Pel numero A* si hanno cosi le due decomposizioni {as, aa}, {A, 0}, 
di cui è parola nel teorema precedente. _ 

Operando sulle decomposizioni (ai, ai}, {aa, aa} di A e A^ mediante 
la (I), si ha: 

A' = {aiaa — aiaa, Oiaa + aiaa} = {as, (hi ; 
operando invece colla (II): 

A«= laiffa + ^i^sT oi«a^«i«sr^iai(efi'*+^)» a^^ii^ + al)} = {Arti, Aoi). 

Operando sulle decomposizioni iai, «tli iA^OI di A e A^ mediante 
la {il si lia: 

A^=!Aai, Atfiì. 
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Operando colla (II) si otterrebbe lo stesso risultato, il che è con- 
seguenza del fatto che (A, 0} è una decomposizione eccezionale di À^ 
(v. § 4, oss. II). 

Possiamo ora osservare clie, operando mediante la (II) sulle de- 
composizioni {ai, ai) e {^2,02), si ottiene la stessa deconiposizione 
di A^ che si ha operando colla (I) sulle decomposizioni {ai, ai) e { A, Oì, 

Questo fatto si può accertare in generale. 

Si considerino due decomposizioni di A'""* consecutive nella suc- 
cessione: {ar-i,ar-i), {Aar-8, Aar-a/ ,. .. e sieno, ad es.: 

{A™ar_2m-l, A-ar-to-l}, { A»^ + ^ar-ain_8, A'^+Vr-.m-a}. 

Operando colla (II) sulle decomposizioni 

{ai, ai) e {A'"ar_2m-i, A"'ar-2m-i} 
si ha: 

A*^ = {A™ (aiar_2ni-i + ai ar-2in-i), A*" (aiar-2m-i — aiar-«in-i)ì 

Ora dalle forniole ricorrenti (III) si ha: 

Aar-i = aiar + «i«r, 
Aa,-! = aiar — ai ar, 

quindi la precedente decomposizione di A*^ si può scrivere: 

^r _ {A--^ar-s(.n. 1), A-+*ar-2(n.*l)ì. 

Operando colla (I) sulle decomposizioni 



si ha: 



{ai, ai} e {A^+'ar-sm-s, A"^+^ar-2m-a} 



A*" = { A"'+^ (aiar-2i«-8 — aiar-2m-8), A™ + ^ (aiar_2m-8 + aiar-2m-8)>. 

E questa decomposizione di A'' coincide, in virtù delle (III), colla 
decomposizione ottenuta precedentemente. 

Possiamo dunque concludere che, operando sulle decomposizioni 
di A''"^ indicate nel teorema e su quella di A mediante le (I) e (II), si 
ottengono le stesse decomposizioni di A*^, come operando solo colla (I) 
sulla decomposizione di A e su tutte quelle di A'^~\ Soltanto quando 
r — le dispari entrambe le (I) e (li) dovranno essere applicate alla 

{ai, ai) calla decomposizione yA. ^ ai, A 2 ai/ di A'~\ che è ultima 
nella successione data. 

§ 8. Teorema. — Se P è un numero primo di tipo 4p + 1 « Ipi, pi) 
è la sua decomposizione, il numero P^ ammette le sole decomposizioni: 



{ 



\ / - > f - \ 

Pr, prj , \Ppr-2, Ppr-2f , . . . , (P S 0/ , se v è pari, 



\Pn Prf , \P^r-2, Ppr-»/, . . . , iP ^ pi , P 2 ^1/ , se Y ò disparì. 



mm^ 
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In virtù del teorema 6) di Fermat-Euler, il nostro teorema è ve- 
rificato per r = l, basterà quindi dimostrare che, se è vero per la 
potenza (r — 1)°** di P, è vero anche per la potenza r™". 

Ammettiamo dunque che le sole decomposizioni di P"^"^ sieno: 



{pr-l,Pr-l}, {Ppr-8,Pl>r-8},...,{p*\0}, 



se v — 1 è parij 



[pr-i , Pr-lf , \Ppr-3j Ppr-sf , • • • , VP 



2 ,pi,P 2 pij se r 



1 è dispari 



Operando su esse e sull'unica decomposizione {pi,pi} di P me- 
diante le (I) e (II) si passa alle decomposizioni di P*^ indicate nel teo- 
rema, in virtù di quanto è stato visto nelTosservflzione II del § prece- 
dente. Siccome poi il teorema del § 5 ci assicura che cosi si ottengono 
tutte le decomposizioni di P"*, così il nostro teorema rimane provato. 

Osservazione I. — Se si considera il numero primo 2, anziché un 
numero primo della forma 4p-\- 1, applicando successivamente il teo- 
rema del § 5, si verifica immediatamente che, siccome il numero 2 
ammette la sola decomposizione {1, 1}, 

la potenza r"^" ammette la sola decomposizione eccezionale 



(2^0), 



se V è pari, 



e la sola decomposizione impropria a termini uguali 

\2 2 ,2^/, se V è dispari. 

Osservazione II. — La potenza r™^ di un numero Q di tipo 4p — 1 
non ammette alcuna decomposizione, se r è dispari (v. teor. § 3). Se in- 
vece r è pari, ammette la sola decomposizione eccezionale: 

(gto). 

Infatti una decomposizione {X, Y) di Q*" (nel caso che r sia pari) 
non può essere propria, perchè, essendo X* + Y^ divisibile per Q, 
questo numero ammetterebbe (v. teor. a)) una decomposizione, il che 
è negato dal teorema di Fermat-Euler. Se dunque la decomposi- 
zione {X, Y} è impropria, siccome X e Y, com'è ovvio, non possono 
avere come fattore comune che una potenza di Q, posto: X = Q'"X' 
e Y = Q'"Y', in modo che risultino X' e Y' primi fra loro, si avrebbe 
Q'~*™ = {X', Y'I, il che, come s'è visto più sopra, è assurdo. _ 

§ 9. Teorema. — Se il numero A ammette la decomposizione {ai, ai}, 
la decomposizione {Or, ar) di A'^, data dalle formole ric^orrenti (111), può 
anche ottenersi prendendo ar uguale a lla p arte reale, e ar uguale al coef^ 
fidente delVunità immaginaria i(=| — l) nello sviluppo di (ai + iai)"*. 

Il teorema, com'è ovvio, è verificato per r=l. 





^^H^^H^^^^^KB ^ 


' ^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^1 


^^^^^^HRnQmHft * ^I^^^^^^^^H^^^^^^^^^^^H^M 








^^H -' ^^l^^^m 


^^.i^^i^aA^^^H^I 
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Si osservi ora che: 

{ai + iaiY = ai' — a! + i2axOi , 

e che i due numeri _ __ 

ai* — • al , 2aiai 

sono precisamente i termini della decomposizione [Oi^at) di A'. Ciò 
prova il teorema per il caso, in cui r = 2. 

Dimostriamo ora che, se il teorema è vero per un valore di r, è 
pure vera per il valore successivo. 

Supponiamolo verificato per un valore dispari di r. Lo stesso sa- 
rebbe,, se r fosse pari. 

Ricordando che, posto t = y— 1, si ha: 



si avrà: 



jim^l ^ l^ j4m+«^ _ 1^ ^-im-rS ^ __ ^^ ^4m ^ J^ 



+ (- 1)" f "2I ^) «'" " + '■ ^- D" S 1 1) « "" • 

ove i simboli 1 | hanno il noto significato di coefficienti binomiali. 
Poniamo ora: 

<.„,.= (-"0+ •) ..- - ('"+ ') .,■-?,• + f " + ') «,-s.' - . . . 

•••+(- "- (2;: i 2) "■■«■•- + (- !)■ f "^t ') «.«.^ 

-+•-')"- (2;:±i)»*"-+<-»-(2:t;)«.-*'- 

iSiccnine i secojidi membri sonu liaptìttivamento Iw pur te itìtOe 6 
U coefficitìjitc di i nello fiiviluppo di (wi + nff"^\si avi à, per ipotesi: 
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Applicando le forinole: 

si otterrà la decomposizionejaan+a, aiu+a} di A^'*^^ 
Sostituendo ad a^a+i e ad a2n+i i loro valori si trova: 

■■'■+(- ■)-[(%tve:±:)]«.-«'"+(-'»-eii)«--. 
••■+(-»-ieii)+e:ia]"'".-+ 

+«-"-Ktl)+f"2t')]--"- 

Ricordando ora che (1 = 1 e che, per convenzione, (1 = 1, 
si tenga pure presente la nota formola 



ove 



si ha: 



(?)=f;')+e=l)' 

•••+•-')■ f "2! ') <■■■«■- + '- ""' s 1 2) "■■"'. 

• + <- ')"- (2: i ?) «■'«.•- + H U" (2;: + ') «■«■-■ 



Aggiungendo ora membro a membro queste due uguaglianze, dopo 
aver moltiplicato per i la seconda si ha, com'è ovvio: 

a<in^2 + ia2n+2 = («1 + iaf^'^^. 

Il teorema rimane dunque dimostrato. 



rìvfrrìrf?ì?i-'ffrrrr^Br 



284 PERIODICO DI MATEMATICA. 

Avvertenza, — Ove qualcuno dei termini della decomposizione 
{ar,ar} di A"" risultasse negativo, s'intenderà, come al solito, di pren- 
derlo col segno cambiato. _ 

Esempio. — Trovare la decomposizione {at^a^ì del numero 13*. 

Poiché 13 = {3, 2), e: 

(3 + 2ir = 3* + 4.3».2.i — 6.3«.2« — 4.3.2».i + 2* 
= 3* — 6. 3«. 2' + 2* + i (4. 3». 2 — 4.3.2») 
= — 119 + 120Ì, 



sarà 



«4 = 119, a* = 120. 



§ IO. Teorema I^ — Se F è un numero primo della forma 4p + li ^« 
decomposizione {pr,Pr) di V^ è propria. 

Supponiamo invece che pr e pr ammettano come m. e. d. un nu- 
mero m diverso da 1, cosicché risulti: 



Poiché: 



Pr = mpr, Px = mp r. 

pr = (,;,p;)» + (,n~p\Y = m« (p'\ +?V), 



e P è numero primo, m sarà certamente una potenza di P. Se dunque 
ammettiamo che pr e pr non sieno primi fra loro, risulta ch'essi non 
possono essere divisibili entrambi che per una potenza di_P. 

Ora nel teorema precedente abbiamo visto che pr e pr si espri- 
mono in funzione dipi e pi, termini della decomposizione di P, me- 
diante polinomi, che sono omogenei di grado r rispetto a queste quan- 
tità, e i cui termini si possono ordinare in modo che risultino di segni 
alternati e che procedano per potenze di pi decrescenti di due in due 
unità. Perchè questi polinomi sieno divisibiji per P, cioè per pi* + pi*, 
è necessario jìhe sieno divisibili per pi — tpi, e perciò occorre che, 
posto pi = tpi, essi si annullino. Questo invece non accade, perchè, 
data la loro struttina, tutti i loro termini assumono lo stesso segno. 

Se dunque pr e pr non sono divibili per P, essi, per quanto s'è 
visto più sopra, devono essere primi fra loro. 

Teorema II. — Se V è un numero primo della forma 4p + 1» U de- 
cuiiiposì2iùnì : 

\pr.pr\ T li>i-ìi, l>r--i ,>,,, 

chi' J^ùnn le noie ani ut esse da F% sono tufi e distinte. 
Non puu infatti tessere, ad c*s,; 

Pl'IcIk' si (lovrebb<^ avere: 

pili,. ^ ^^pnj, ^ VuiZ , — iJtiTì ^ 



ovvero : 



e, suppposto m < w, si avrebbe : 
ovvero, rispettivamente: 

^ TDn— m«. 
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^ Pn— m^ 

Pr-2m — A J>r-2n > 



Pr-2m = P^-°^Pr-2n. 



Nell'un caso, o nell'altro, risulterebbe allora, _contrariamente al 
teorema precedente, che la decomposizione {jPr-2m, Pr-2m} di P*"-*"* non 
sarebbe propria. 

Teorema III. — Se F è un numero primo della forma 4p + 1, il 
r r + 1 

numerò P' ammette "o" + 1 decomposizioni, se r è pari, — 5 — ^ se r è 

dispari. _ 

Abbiamo visto infatti (§ 8) che se {pi,pi} è la decomposizione 
di P, il numero P*^ ammette le sole decomposizioni: 

(pr, Pr) , {Ppr-2, Ppr-2/ , • • • , X^^ , 0/ , SO T è pari, 

{pr , Prì , (Ppr-a , Ppr-2} , . . • , {p~ Pi , P~^ Pi) , SO T dispari. 

Col teorema precedente abbiamo provato che queste decomposi- 
zioni, qualunque sia r sono tutte distinte, quindi non resta che fare 
il computo di esse e il teorema resterà dimostrato. 

Osservazione. — Notiamo che P"" ammette sempre una sola de- 
composizione propria, e, se r è pari, una decomposizione eccezionale. 



(Continua). 



6. BlSCONCINI. 



FIGGOILiE nsrOTE 



Sni residui quadratici di un numero primo della forma 4n + 3. 

Yogliamo fare qui qualche osservazione a proposito di un'elegante questione 
sollevata la prima volta dal Lagrange e posta poi formalmente dal Dirichlet. (^) 
Dalla formula di Wilson 

(^-1)J + 1 = (mod^) 



(i) "Journal fQr die Mathematìk,, 3, 1828, p. 407. 



■ """"^ lÉiMi 



286 PERIODICO DI MATEMATICA. 

8i trae facilmente l'altra: (*) 



per |> = 4ii -f- 3 8Ì ha 



e quindi 



-1 



!*^(-ir 



;>-i 



(mod j^); 



'-^!*^1 (modp), 



! = ± 1 (inod p). 



(1) 



Il Dirichlet (loc. cit.) chiede una regola che faccia conoscere in qual caso si 
deve prendere il segno -f- o il segno — . Si tratta dunque di decidere quand' è 

che — T — ! è residuo o non resìduo di p. Se |i indica il numero dei residai 

quadratici di p che sono <Ci^. poiché per p = Aq -\- B, 1 è residuo, e — 1 non 
residuo, la questione è evidentemente ridotta a decidere della parità di {i. 

Le regole date a questo fine dal Jacohi (') sono utili soltanto perp non molto 
grande. La formula offerta allo stesso fine dal Cauch}^ (^) contiene i numeri di 
Bernouilli, e non è pratica. Le regole esihite da Liouville e da Kronecker(^j sono 
pure empiriche e laboriose. La quistione resta dunque tuttavia insoluta; perciò 
non crediamo inutili le osservazioni seguenti. 

Si ha 



p ^l p ^Z ^ p — 1 ^ 1 p — 
2 • 2-2 22 



1 ;>-J 



!; 



onde per p = An -\-d 



:r« = n 






(mod j;) 



ed in generale 



{1 . 3 . 5. 7 . . . (2y - 1))2? 1^ 1 !« = 2^ (mod p). 



In queste formule, valide per ogni y intero e <C^ , si faccia y ^=^^—^ — ; viene 



p-1 

I = e • VIA 

2 



{1 . 3 . 5 . . . (p — 2))« = 2P-1 (mod p), 
e pel teorema di Fermai 

{1.3.5...(/?-2))« = l (modp), 



(1) Per questa formula e analoghe Cfr. Vecchi, Intot-no al forerna di Wilson, * Periodico di Ma- 
tematica,,, 1900. 

(S) Cfr. il Canon arilhmetieus delVautore e la sua memoria nel * Journal fQr die Mathematik . 9, 
1832, p. 189. 

(8) Théorie de» nombres. 

(«) ''Journal de Mathematique, (2) 5. 1860. p. 127 e 267. 
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1.3.a,..(|> — 2)= ± 1 {mo<ìp). 



È evi^ìenta che si dovrà prenderà il segno positivo ii il segno negativot »«- 
condodìt sarà pari o disputi il nrjmero dei non r^idiii die figurano nel prodotto 

Dunque: St^ à il numerù lUt non residui dìspari di un tiutttet-o j^nmo p dfUa 
fùrma in -f 3, si ha 



Ora la (1) si può ecHvere 



(8) 



Collo stesio procadimento toste ujiato otteniamu: 



|i^!^(-i,.- 



p-5 



! = (-!)/. 



2' 2 ^ ' 



(mod p) 



ed in gcnernle 



Poeto ^ = ^-—;r — , viene 

l.B:B,,.{p — ^) = (—lf ' 2* (inod^): 



e quindi 



O&aJa: 



l.S.5.,.{p — 2} = {—if'^'2^ (tiiod p) 



Fer tfgni nmnerQ prhnù p della forma 4ii + 3 si ha 

1 . 3 , 5 . . . (/* — 2) ^ (— I)'' 2 ^ (mod jj) 



m 



dove \i è il tmtueró dei moi non r«ttduf < ^ • 

Ora dalle (2), (3) si ottiene 



i^if ^{^lf^'2 ' (modpjj 



per p = 8ft + 3 è 



(!)—■ 



2S8 

onde 
ossia 

Per p = 8A; — 1 è 

onde 
ossia 
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(-1)' = (-l)a (modi^) 
V = |i (mod 2). 

:1 



(-.)= 



(-ir^(-i) 



./*+* 



(mod p) 
(mod 2). 



Concludiamo che 

Il numero dei fwn residui <i\p ed il numero dei non residui dispari di un 
numero primo della forma 4n + 3 hanno la slessa parità o parità diversa secondo 
che il numero è della forma 8k + 3 o dell'altra 8k — 1. 

Da quanto precede risulta pure che è: 
per p = Sk + S 



1 . 3 . 5 . . . (p - 2 ) ^ ^^ ! ^. ( _ D" ^ ( _ 1) V 



e per p = Sk — l 



1 . 3 . 5 ...(/; — 2) = 



P-I 



!^(-if+^=(-i)v 



(mod p) 

(mod p) 
Mario Vkcchi. 



Sa certi riferimenti prospettiri delle snperfleie. 

V, Il Dottor Grassi puhhlicò negli Atti dell'Accademia dei Lincei (1901, 2° se- 
mestre) una dimostrazione di due teoremi, comunicatigli dal prof. Bianchi, su certe 
corrispondenze delle superficie per proiezione, nella quale si ricorre ai principii 
e ai metodi della Geometria differenziale. Credo utile mostrare ai lettori di questo 
periodico come ai medesimi teoremi possa arrivarsi per via geometrica più semplice. 

2^ É noto, e si dimostra subito del resto, che: 

* Se si proietta stereograficamente una quadrica F* da un suo ombelico 
sopra un piano ic parallelo al piano (o ad essa tangente in 0, i sistemi (di linee) 
coniugati della quadrica, si mutano in sistemi (di linee) ortogonali del piano „. 

Infatti a«s sì considera V involuzione fi^rmaU tìivlle osfipie di dirG^ioni lonìll- 
giilb u.H(j(*jiti da liti punto qualunque» V ùi VJ, i mt\ eU^umììì dappi son farniti 
ddlle iUw geiierattiti dulìa quiuiiica usLu^nti da P, t* si proietta dd punto O, si 
dUIoìib nn fascio involuturio dì pinui, i cui elementi doppi isono i piani pruiottitfitt 
ìe delt€ generahici, o, andie (p«>r [o not«i pru|iricià M]^ rette di ima quatìricn 
Rppart&nentj a sistemi divt^rsi)» i due piani con^iutiytìiU* la retta OP con le dive ge- 
neratrici fi o h ài F' aitujite ntU pianti a», Orft It^ ìAUì a ti &, poicLé par ipotesi O 
ò un ombelico di i\ pjisiiurKi per i punti wVm di w, o» ciò che fa lo stesso, di n, 
quindi^ ee I* id T immagine dì V 5ii n, il fnadtì iuvolutovio OP, vìeu tagliato da % 
in nn fascìd involiitorio di niggl nve^nU^ por Tnpj;i doppi le rette che da P' v&npo 
ai punti cidi Ili ili ft, h^iìUi in nn fascio birtcf^onale. D'altra parte queato fascio di 
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raggi è quello cui danno luogo le immagini in n delle direzioni coniugate di F' 
uscenti da P, quindi per la proiezione di F' da bu ic, i sistemi coniugati di F' 
si mutano in sistemi ortogonali di n. 

S*'. La proprietà espressa da questo teorema è caratteristica per le quadriche 
e i loro ombelichi: vale cioè (e in questo consiste il primo teorema del prof. Bianchi) 
l'osservazione importante: 

Se la proiezione di una superficie F da un punto sopra un piano n muta 
I sistemi coniugati di F in sistemi ortogonali di n, la superficie F è una quadrica 
con un ombelico in e il piano co ad essa tangente in è parallelo a n. 

Infatti se da si conduce il pìauo co parallelo a te, o> sega in un fascio di 
raggi involutorio ortogonale tutti i fasci involutori di piani proiettanti da i 
fasci di raggi costituiti dalle coppie di direzioni coniugate uscenti dai vari punti di F. 
Ne segue che delle due direzioni asintotiche uscenti da un punto qualsiasi di F, 
ognuna si appoggia a uua delle due rette a, b che congiungono ai punti ciclici 
di 0), e quindi la sezione di F con un piano qualunque passante, ad es., per a è 
una linea che ha con ogni sua tangente un contatto tripunto, cioè una linea 
retta. Lo stesso vale per la retta b; per conseguenza F, contenendo un doppio 
sistema di rette è una quadrica, che passa per a e b e quindi anche per 0. Tanto 
basta per giustificare il teorema enunciato. 

4*^. Un altro teorema notevole che si riconnette con quest'ordine di idee è il 
seguente (pure del prof. Bianchi): 

* Se la proiezione di una superficie reale F da un punto sopra un'altra su- 
perficie reale F' dà luogo a una corrispondenza conforme tra F ed F', questa cor» 
rispondenza è contenuta in una omotetia o in una trasformazione per raggi vettori 
reciproci dello spazio col centro in ,. 

Si osservi innanzi tutto che, dato un fascio involutorio ellittico reale di 
piani, esìstono due sole giaciture reali tali che i piani ad esse paralleli taglino 
il fascio involutorio di piani in un fascio di raggi ortogonali. 

Infatti se AA', BB' sono i quattro punti, distinti in due coppie di punti imma- 
ginari coniugati, in cui i due piani doppi (immaginari) del fascio di piani tagliano 
il circolo immaginario all'infinito o assoluto, le due sole giaciture determinate 
dalle rette reali AA' e BB' danno luogo a piani secanti il fascio dato in fasci di 
raggi ortogonali. 

Ciò posto, notisi che se P e P' sono due punti corrispondenti qualunque di F 
ed F, il piano tangente ad F' in F sega il fascio involutorio di piani proiettanti 
da il fascio involutorio delle coppie di direzioni ortogonali di F uscenti da P 
in un fascio involutorio di raggi che, per l'ipotesi, è del pari ortogonale: quindi 
se F" ed F" sono le trasformate di F per una omotetia o per una trasformazione 
per raggi vettori reciproci col centro in 0, la corrispondenza fra F' ed F'', oppure 
quella tra F' ed F", determinata dalla prospettività rispetto al centro è anche 
una corrispondenza per parallelismo di piani tangenti. Segue, com'è noto, che essa 
è una omotetia, e per conseguenza, resta stabilito il teorema enunciato. 

G. SCOKZA. 
Bari, 7 aprile 1907. 
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RISOLOZIONl DELLE MISTIONI m 1 1\1 



Oocl* Essendo data un'ellisse si contsideri una corda AB tale che i prodotti 

delie distanze delle sue estremità da ciascuno degli assi Biano uguali. Dimostrare 

che il luogo della proiezione del centro delVellisse sulla corda AB è una lemniscnta 

di Bernouilli. 

E.-N. Babisien. 



Risoluzione del sig. Vacchi, R. U. di Bologna. 

Sia l'ellisbe 

a* ^ b^ 



(1) 



Siano Pi [x\ifi) e Pi (x^yi) gii estremi della corda; la sua equazione sarà 
X — X\ r% — j*i 

y — yi "~ y« — yi ' 

e quella della perpendicolare ad essa condotta dal centro 

X2 — xi _ __ _y . 
y% — yi x' 



da queste ricavo 

che per la (1) diventa 



y _ x — rx 
X y — yi' 



Xi^ 



oppure 



2x {x^ + y«) XI + U* + y«;» - yV = 0, (2) 

(3) 



yi' "^""^ tt ^'^' - 2y [00^ + y') yi + (x^ + y^)^ - x«a» = 0. 



Analogamente si ha per xt e per t/s; quindi x\ , xì, sono le radici della (2) 
ed analogamente yi , y% della (3). 

Caso I. — Sia xixs = yii/i ; la relazione evidentemente per la (2) e la (3) 
diventa 

(^' + yV = -;;r(y*~^')» 

che è appunto l'equazione d'una lemniscata del Bernouilli. 

Caso II. — Sia invece la relaz/one xiyi = x^yz; questa per la (1) diventa 



da cui 



Xi Va^ — j-i'' = X2 Va* — ^2*, 
u^xi^ - x^') = Xi* - xA 




itTii' n r^i' 



■i-:^ ''us£i 
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ed essendo xi* — ari*4^0 

che per la (2) diventa 

, ^ 4a*x* (X* + y^)« _ 2a« [(ar« -h y»)« — yV] 

che si può scrìvere 

(a V - hY) {a^x* + ÒV* — 2 (a:« + y*)«} = 0, 

equAzione complesuivii d*uua iperbole degenerata in due rette e d'una lemniscata 
iperbolica di Both. 

• 1 •• Trovare Vequazione in coordinate eartesiane della curva i punti della 
quale hanno per coordinate 



a* — 6» / ì 



CCS cp — cos* cp 



) 



ly = — ^ — ^ysencp — sen'cpj. 



Studiare questa currat mostrando in particolare che la sua area è equivalente 
a quella dflla sviluppata dell'ellis.^e % cui semiassi sono a ^ b. 

E.-N. Babisibn. 

Risoluzione del prof. Borio, R. L di Aosta. 

Scriviamo le equazioni date così : 

/ 2ax = (rt* — b*) (3 cos <p — 2 cos» <p) 
\ 2òy = (rt* — ò«) (3 sen 9 — 2 sen» 9) ' 

sommando membro a membro, e poi quadrando; e così pure sottraendo e poi qua- 
drando, si ha 

{2ax + 26y)* = {a* — 6«)« [9 (cos« 9 + sen* 9) + 4 (cos« tp + sen» 9) 

— 12 (cos* 9 -f sen* 9) + 18 cos 9 sen 9 
— ^12 cos 9 sen 9 (sen* 9 -f cos* 9) + 8 cos' 9 sen» 9] 

{2ax — 2è//)* = (a* — 6*)* [9 (cos* 9 -f sen* 9) + 4 (cos« 9 -f sen« 9) 

— 12 (cos* 9 + sen* 9) — 18 cos 9 sen 9 

4-12 cos 9 sen 9 (sen* 9 + cos* 9) — 8 cos» 9 sen» 9] 

e fatte alcune riduzioni 

r (2ax + 2fty)* = (a* — ò*)* (l-h 2 cos 9 sen 9)» 
\ {2ax — 26y)* = (a* - 6*)* (1 — 2 cos 9 sen 9)», 

{2ax -f 26y)* = («* — 6*)* (1+2 cos 9 sen 9) 
{2ax - 26y)* = (a* — ò*)* (1—2 cos 9 aen 9), 



{ 



sommando 
od anche 



{2ax + 2òy)* -f i'^ax — 26y)* = 2 (a* — 6*)* 



(1) 
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Ricordiamo Tequazione deirasteroide X* -f- Y* = tu" ; facendo rotare gli aasi 
di 45^ attorno all'origine, questa diviene 






se m = a' — 6^ la (1) è la trasformata di questa mediante l'affioità X =» ax, Y = &y, 
data la semplicità della costruzione dell'asteroide, si ha così modo non complicato 
di vedere l'andamento della curva proposta e di costruirla. La sua area è data da 



^•■-b» 



*f~'^'""^rA-i-'^ 



8 9 

— sen* qf -f- — cos'qpsen*^ - 



f- 



, « \ , , (o*— t*)' r 9 / seiKp C08 ip ip \ 
■3co8'»8en«yJrfy = 4 ^^ ^- - (^ + -j 



3/ 8eu*9C08 9 3 sen 9 cos 9 3qp\ 9 /8en*9 C0S9 sen ^ cos ;p cp \ ^ 
"^2 1 4r 8 "*■ Tj "^ 2 l 4 3 "^ 8/ ~ 



n /sen^^cos^ sen' 

-M — 5 



9 cos 9 sen tp cos qp 

24 Te 



"^ 16/ Ifi Sab 



che è pure il valore dell'area dell'evoluta dell'ellisse i cui semiassi sono a e b. 



QUISTIONI PROPOSTE 



732. Essendo date due parabole aventi lo stesso asse e lo stesso 
vertice trovare il luogo del punto d'incontro di una tangente delVona 
con una tangente ad essa perpendicolare dell'altra, 

733, Dimostrare che 



/ 



»re eoi — 

o 




Beuta cos*(i> dm 
Va* — ù'^ eos'w 


26' ' 


^ 


E. N, Barisjef, 




gf IgfilIgWlJ. 
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734. Essendo Mi,M8,M8 i piedi delle Dormali condotte da un 
punto P ad una parabola, trovare: 

V il luogo dei punti P pei quali l'area del triangolo MiMaMs è 
eguale ad una costante data K^ 

2** il luogo dei punti P pei quali i tre punti Mi, M2, Ma sono in 
linea retta. 

735. Se i vertici A, B, C, D di un quadrangolo corrispondono ai 
vertici A', B', C, D' di un altro quadrangolo in modo che delle sei 
coppie di lati 

(AB /AC (AD |CD /DB ( BC 
iC'D' ID'B' IBC U'B' [AV/ \ AB' 

cinque abbiano i punti d'intersezione sopra una retta r, anche il 
punto d'incontro della sesta coppia di rette è sopra la stessa retta r. 

K. 



'■45 
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Tarry Gaston. — Tahlettes des cotes relatives à la base 20580 des fac- 
teurs preiniers d'un uombre infétieur à ^ et non divisible par 2, 3, 
ù OH 7. 1906. In-8 gr. 

L'Aaiore si propone di costruire nuove Tavole per la scomposizione dei numeri 
nei loro fattori primi, pei primi dodici milioni, riducendole al minimo volume. 

A tal'nopo, egli ha imaginato un nuovo procedimento, che ha il vantaggio di 
sostituire alle successive divisioni del numero considerato, coi di£Ferenti numeri 
primi pt addizioni mentali di numeri inferiori alla metà di p. Così, la semplifica- 
zione introdotta equivale a quella portata Jai logaritmi pel calcolo delie divisioni. 

Come esempio d'applicazione del nuovo metodo, egli pubblica col nome di Ta- 
biette» de» cote».,, una Tavola de* fattori primi dei numeri da 1 a 100489. 

L'accoglienza che verrà fatta a questa pubblicazione gli dirà se debba seguire 
o abbandonare il suo progetto. 

Prof. F. Caldabeba. — Corso di Meccanica ruziotiale (in-8*' grande). 
Voi. I, (1900) Cinematica. Studio delle forze. — Voi. II, (1901) 
Statica-Dinamica. — Voi. Ili, (1906) Equilibrio e moto dei sistemi 
continui" Idrostatica ' Idrodinamica, — Palermo, Tip. matematica. 

Questo trattato rispecchia, nelle linee generali, le lezioni, che il Caldarera tiene 
da più lustri nell'Ateneo Palermitano. Mu l'opera non ò circoscritta entro i limiti 
angusti delle esigenze scolastiche: vi si trovano acconciamente inserite teorie e 
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applicazioni complementari, ed è pur tenuto conto dei più recenti indirizzi di ri- 
cerca, il che attesta nel venerando autore una invidiabile e ancor giovanile agilità 
di comprensione. 

T due primi volumi, usciti già da qualche anno, sono certo ben noti ai lettori 
del Periodico. Non è dunque il caso di discorrerne ora. Ecco piuttosto una rapida 
rassegna del terzo volume, testé pubblicato. 

Anzitutto un capitolo introduttivo sulle trasformazioni degli integrali semplici 
e multipli, e poi la cinematica del sistemi continui, in cui le nozioni fondamen- 
tali sono egregiamente coordinate così ai complementi differenziali di Beltrami 
come alla discussione geometrica delle deformazioni locali e dei caratteri salienti 
del moto, 

Seguono la statica e la dinamica dei sistemi continui secondo Cauchy, cui l'A. 
riattacca per via energetica, mediante il principio dei lavori virtuali, il caso par- 
ticolarmente importante dei corpi elastici: in poche pagine è fatto posto al teo- 
rema di Betti e a qualche sua semplice applicazione; e si arriva alia definizione 
delle due forme tipiche di vibrazioni elastiche (onde piane longitudinali e tra- 
sversali). « 

Nel capitolo dedicato all'idrostatica sono sviluppate applicazioni importanti: 
la formula barometrica, fino ai dettagli del calcolo numerico; le condizioni di 
stabilità dei galleggianti; e la teoria delle forme ellissoidiche di equilibrio di masse 
fluide rotanti. 

Per bene apprezzare lo svolgimento dato all'idrodinamica giova aver presente 
lo stato attuale di questa dottrina. 

Essa poggia, come ogni altro ramo della meccanica, sopra basi solide, ormai 
fuori di discussione: e queste consentono applicazioni brillanti a tutti i fenomeni, 
in cui non è sensibile, o almeno in prima approssimazione può essere trascurata, 
r influenza delle condizioni ai limiti. 

Ma, dove tale influenza diviene essenziale, come in molti problemi della idrau- 
lica pratica, la idrodinamica razionale non ha ancora saputo rispondere alle esi- 
genze dei tecnici, pur esperendo le più affinate risorse dell'analisi. 

Cosi mentre per le quistioni concernenti corpi solidi, sia rigidi che elastici, 
i precetti della ingegueria sono figliazione naturale delle teorie meccaniche, l'idrau- 
lica è, per ora, in gran parte costretta a desumere i propri criteri direttivi da un 
empirismo più o meno sagace, »enza aver modo di lumeggiarli, vagliandoli e colle- 
gandoli con metodo matematico. 

Tutto ciò nettamente apparisce dal trattato del Caldarera. 

Vi si fanno apprezzare le cose semplici e belle, mettendo tra altro in rilievo 
i risultati modernissimi di Hugoniot e di Hadamard sulla propagazione delle onde; 
ma non si dissimulano le gravi difiìcoltk, che rimangono da superare, né si lascia, 
per dir così, illanguidire con lusinghe matematiche il senso della realtà. L'A. lo 
tiene al contrario ben desto; e là dov'è, come ad es. nella foronomia, le ricerche 
teoriche hanno finora fallito, egli si prende cura di far intanto conoscere al lettore 
i fenomeni e i risultati sperimentali. 

Imitabile esempio, che si ispira a sani criteri di filosofia naturale! 

T. Lbvi-Civita. 

E. Bertini. — Introduzione alla geometria proiettiva degli iperspazi con 
appendice sulle cune algebriche e loro singolarità, Pisa, Spoerri, 1907. 

La collezione di opere scientifiche, che lo Spoerri di Pisa va pubblicando, si è 
arricchita col volume del prof. Bertini, qui sopra citato, d'un libro che davvero riempie, 
come ormai suol dirsi con frase un po' vieta, una lacuna dolorosamente sentita. 

Fia (Geometria degli iperspazi non solo offre il mezzo a facili generalizzazioni 
di proprietà già note del piano e dello spazio ordinario e interpreta in maniera, 
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in** certo senso, intuitiva importanti teoremi algebrici, come con intendimenti poco 
benevoli fu osservato a sazietà dai molti detrattori che essa, come ogni scienza 
nova, incontrò; ma si è rivelata e si rivela, con chiarezza ogni giorno maggiore, 
come uno dei più potenti strumenti di ricerca posti a disposizione di chi voglia, 
con suoi studi originali, aumentare il numero delle verità geometriche conosciute. 
Oltre di che la luce poi-tata dalla nozione di iperspazio (resasi ben naturale dopo 
che classici lavori del PlQcker ebbero dimostrato il carattere astratto della geo- 
metria proiettiva ordinaria) su questioni di ordine logico e filosofico in generale, 
non poteva non farle assumere un' importanza sempre più grande in tutti i campi 
della matematica. 

Consci di tutto questo, i proff. Segre e Bertini si eran fatti da un pezzo, nei 
loro corsi universitari, volgarizzatori ardenti e sistematici di teorie a cui avevano 
dato anche validissimi contributi personali e che, per la loro data tutt'afFatto re- 
cente, si trovavano sparse in lavori staccati comparsi su per le riviste scientifiche 
e gli atti delle Accademie. Così essi rendevano possibile ai giovani studenti di im- 
padronirsi presto di proposizioni che posseggono, non ostante l'apparente astrat- 
tezza, chiara evidenza intuitiva, e lo sviluppo assunto dagli studi geometrici in 
Italia, che costituisce senza alcun dubbio, una delle migliori glorie nostre nella 
rinascita intellettuale seguita al risorgimento politico attesta, con l'efficacia di 
una prova di fatto, come essi non si ingannassero nell'annettere tanta importanza 
alle teorie iperspaziali. 

Ora, accanto a tanto fervore di indagini nove, per opera specialmente dì gio- 
vani geometri italiani, era strano dover notare l'assenza, o quasi, nella letteratura 
scientifica nostra e straniera di un trattato che raccogliesse ed esponesse in ma- 
niera sistematica quanto nella geometria proiettiva degli iperspazi si era venuto 
ricercando e costruendo. 

11 nostro Autore, dunque, pubblicando per le stampe, secondo l'espresso desi- 
derio di tutti gli studiosi di geometria, con aggiunte e modificazioni notevolissime 
il corso di lezioni, che, qualche anno fa, fu redatto in poche copie litografate per 
uso dei suoi studenti, ci ha dato non solo un bel libro di matematica, fornito di 
tutte quelle doti di ordine scrupoloso e chiarezza cristallina che i suoi scolari 
hanno avuto occasione di apprezzare e ammirare nelle sue lezioni, ma anche un'opera 
assolutamente indispensabile, per chi voglia orientarsi rapidamente nella geometria 
moderna e arrivare, con la minima spesa di tempo e di fatica, a conoscere quali 
siano i problemi la cui soluzione sia oggi più urgente e quali i mezzi più adatti 
per affrontarli con probabilità di successo. 



L'indice particolareggiato, che si trova alla fine del volume in discorso, dà una 
chiara idea del suo contenuto: ma non sarà male se per comodo dei lettori ne di- 
ciamo qualche parola anche qui. 

Posta la nozione di spazio a r dimensioni (Sr) in modo puramente numerico 
(in questo, forso, non sapremmo andar del tutto d'accordo col chiarissimo Autore, 
poiché altro è un puro insieme di numeri, altro è il gruppo delle coordinate di 
un ente in una varietà, anche nel caso in cui a tale ente, per la rinunzia ad ogni 
rappresentazione concreta, si arrivi con un semplice processo di definizione per 
astrazione), si estendono agli S, le proposizioni fondamentali che si raccolgono 
intorno ai concetti di appartenenza e di intersezione e si esamina con cura par- 
ticolare, in vista delle belle conseguenze dedottene dal Severi nell'esame di una 
classica questione geometrico-algebrica sulla rappresentabilità di una forma me- 
diante altre, il caso in cui gli spazi di cui si cerca lo spazio d'appartenenza sono 
situati, in vario modo, in posizione regolare. 
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Dopo ciò. Io studio lìegli spazi subordinati di un Sr, considerati come luogbi 
di punti o come inviluppi d'ipetpiani, conduco a un'opportuna scelta delle loro 
coordinate che, mettendo in luce le proprietà caratteristiche delle varietà da essi 
costituite, offre una bella generalizzazione del teorema (già rivelatosi tanto fecondo 
nelle mani del Klein e del Segre, per non citare che i maggiori) : la geome.tria 
della rftta dello spazio ordinario è la geometria di una qiuidrica dello spazio a 
cinque dimensioin. 

Segue lo studio approfondito delle omografie e delle correlazioni fra due Sr di* 
stinti o coincidenti, determinandosi sulle orme del Segre e del Predella, ma piìi 
specialmente di quest'ultimo, le corrispondenze proiettive involutoiic, i più note- 
voli tipi di omografie o correlazioni degeneri, i tipi di omografìe o correlazioni fra 
spazi sovrapposti proiettivamente distinti e deducendosene una semplice dimostra- 
zione del celebre teorema di Weierstrass sulla condizione necessaria e sufficiente 
perchè una forma bilineare possa trasformarsi in un'altra per mezzo di sostitu- 
zioni lineari. 

1 teoremi sui sistemi polari rendono spontaneo e immediato il passaggio allo 
studio delle quadriche di un Sr (generabili anche mediante stelle reciproche), le 
cui proprietà piìi notevoli si raggruppano tutte intorno alla nozione di elementi 
coniugati e le questioni relative alle quadriche piìi volte specializzate, agli spazi 
lineari contenuti in una quadrica generale, ai sistemi formati da questi, alla di- 
stinzione cui alcuni di essi danno luogo fra le quadriche a 2q dimensioni a seconda 
della parità del numero 9, ai fasci di quadriche non tutte o tutte specializzate e 
alla loro quartica base, danno occasione non solo di richiamare i teoremi sui si- 
stemi polari e sulle omografie, ma anche di esporre la generalizzazione dell'ordi- 
naria proiezione stereografica e di porre nella loro vera luce teoremi noti della 
geometria rigata. 

Ai due capitoli dedicati alle quadriche ne seguono quattro in cui si esaminano 
questioni relative a ipersuperficie o varietà qualunque: notevole fra tutti quello 
rivolto allo studio dei sistemi lineari di ipersuperfìcie dove si espongono teoremi 
importantissimi del Castelnuovo, che era tempo cominciassero a comparire nei trat- 
tati sistematici, e cercando di generalizzarli si arriva a dedurre mediante un pro- 
cedimento dovuto al Severi un importante teorema sulla rappresentabilità di una 
forma mediante una combinazione lineare di piìi altre. 

Negli ultimi capitoli si tornano a considerare varietà particolari (curve razio- 
nali, superficie rigate razionali e superficie di Veronese, cui si riferisce un impor- 
tante teorema del Del Pezzo) considerandole sempre da vari punti di vista e mostrando 
tutte le fecondità delle teorie cui danno luogo, con belle applicazioni allo studio 
di questioni di geometria piana (qnartiche) o di geometria dello spazio ordinario 
(superficie romana di /Steiner), 

Chiude il volume un'appendice (che ne accresce il valore in maniera notevole 
per chi voglia dedicarsi allo studio della cosi detta geometria su un ente algebrico)» 
dove si espongono in tre capitoli le proprietà fondamentali dei rami di una curva 
algebrica, della scomposizione delle singolarità delle curve piane mediante suc- 
cessive trasformazioni quadratiche, e, infine, le formule di Chasles, Zeuthen e 
Veronese. 

6. Scorza. 

Bari, 4 aprile 1907. 
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A pag. 231, 1. 5 formola (5) 

Invece di : f M 6„_2 xi»*-* yj si ponga : f ^ ) *n-« -^1°"' ^i* 

Giulio Lazzeri — Direttore-responsabile 
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tario di redazione, dott. Giuseppe Jona, al medesimo indirizzo. 

Dirigere gli abbonnme^iti per l'Italia alla Libreria Editrice Nicola 
Zanichelli, in Bologna; per la Francia, Colonie Francesi, Svizzera 
Francese e Belgio all'editore Felix Alcan dì Parigi; per la Germania, 
Austria, Olanda, Danimarca, Svizzera Tedesca, Svezia e Norvegia, 
all'editore Wilhem Engelmann di Lipsia; per l'Inghilterra e Paesi 
Inglesi in genere all'editore Williams & Norgate di Londra. 

Per la pubblicità rivolgersi esclusivamente alla Libreria Editrice 
Nicola Zanichelli in Bologna. 

Abbonamento annuo (edizione italiana o internazionale) 
Italia L. 20 — Unione postale L. 25 — 26 frs. — Mk. 2» — 20 sh. 



SOMMARIO del N. 1, Anno I. 



Frogramma. — E Picard, La mécanique dassique et ses approximations 
sticcessives, — W, Ostwald, Intorno alla energia moderfta.^Q. Ciamician, 
Problemi e metodi della chimica organica, — F. Raffaele, Il concetto 
di specie in biologia. — H. E. Ziegler^ La selezione naturale. — 
C. Supino, Jl carattere delle leggi economiche. — W. Cunningham, 
L'imparzialità dello storica. — J. Tannery, Problèmes pédagogiques. — 
HiviMe generali, Iiecensioui ecc. 



CONDIZIONI DI ABBONAMKNTO 



AL 



PERIODICO DI MATEMATICA 



Italia Kstsko 



Periodico di matewafica L. <S 9 

Suppleineiìto al Periodico di matematica ...» 2 2,50 

Periodico e Suppleìuento 9,50 11 



Non si fanno altro che abbonamenti annni decorrenti dal 1° lu- 
glio al 30 gingno dell'anno successivo. 



COMITATO ORDINATORE 



SOCSTl ITALIANA PER H FR0&BE880 DELLE SCIENZE 

Via del Collegio Romano, 26 — ROMA 



Roma, innggio 1907. 

Per il prossimo Congresso di Parma indetto dalla Società Italiana 
pei' il Progresso delle Scienze^ la Sezione 1*: Matematica, Astronomia, 
Geodesia, è cosi definitivamente composta: 

a) Circolo matematico di Palermo che ha delegato come suoi 
rappresentanti i membri del Consiglio direttivo residenti in Roma, 
Prof.^ Cerruti, Tonelli e Volterra. 

I detti professori si sono poi aggregati al prof. Guido Castelnuovo. 
h) Società degli Spettroscopisti che ha delegato quale suo rap- 
presentante il prof. Millosovich. 

' e) Società Mathesis che sarà rappresentata dal prof. Vailati. 
' d) I componenti il Comitato, Celoria e Volterra. 

e) Il prof. De Franchis di Parma. 
In una prossima riunione della Sezione si procederà alla nomina 
del presidente. 





mm/k 



